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AVERTISSEMENT. 



La GioMBTRis DESCRIPTIVE a des usages si varies et si etendus 
qu'on ne saurait trop en recommander T^tude. Si Ton voulait se 
bomer aux g^neralit^s, on pourrait les renfermer dans un petit 
nombre de pages ; mais alors elles ne paraitraient que comme 
line suite de propositions plausibles^ et elles laisseraient si loin 
des applications qu'il faudrait une rare sagacite pour en tirer des 
consequences utiles dans la pratique. II est done tout a fait nA- 
cdssaire de pr^enter les solutions d'un certain nombre de ques- 
tions choisies^ dans lesquelles la fecondite des principesgeneraux 
ressorte d'une mani^re frappante^ 

J'ajouterai que^ pour arriver plus surenient k une connaia- 
sance approfondie des ressources de cette branche importante 
de la Geometrie, le lecteur devra executer soigneusement, avec 
de bons instruments et sur une echelie assez grande^ les con- 
structions de laplupartdes probl^mes. Sans parler des progrfes 
que Toeil et la main feront dans Tart du dessin, je ferai observer 
que, par cet exercice, Tattention se trouvant plus longtemps 
arr^tee sur Papplication des principes, leur utilite devient plus 
ividente^ I'esprit les cdn^oit plus nettement^ et la m^moire ies 
retient sans effort. 

Ce Traits est divise en quatre parties. 

La premiere contient les notions preliminaires et les problemes 
dependant de la ligne droite et du plan. Elie forme k elle seule 
un ensemble qui pent suffire dans un grand nombre d'applica- 
tions importantes. 

La seconde partie a pour objet les surfaces courbes et les 
plans tangents* Je n^en ai point exclu les surfaces gauches; mais 
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comme les questions relatives k ces surfaces ne laissent pas que 
d^Stre assez ^pineuses, rien n'emp^che que dans une premiere 
lecture on ne les laisse de c6t^, sauf k y reveuir plus tard, si on 
le juge convenable. 

La troisi^me partie comprend les lignes courbes et les tan- 
gentes. J^y expose, pour les intersections de surfaces, les exem- 
ples qu'on traite ordinairement, et qui offrent tous des simpli- 
fications remarquables; mais, afin de mieux rappeler que ces 
simplifications sont propres aux cas pour lesquels elles sont 
employees, j'ai cru devoir en presenter un oh les constructions 
deviennent plus compliqu^es, et j^ai choisi celui de deux surfaces 
de revolution dont les axes sont dans des plans difi^^rents. 

Enfin^ une quatri^me et derni^re partie succ^de aux prdc^** 
dentes sous le titre d'Exercices. EUe se compose de drobl^mes 
dont la solution est implicitement renferm^e dans les premieres 
parties^ et on pent a volont^ I'^tendre ou la resserrer, ou m^me 
la n^gliger tout h fait. 

Je renvoie frequemment aux propri^t^s des plans^ telles qu'elles 
sont etablies dans la G^om^trie ^lementaire ; mais, pour epargner 
au lecteur la peine de les chercher ailleurs^ je les ai plac^es dans 
une introduction. 



N, B. Ge Yolume ne renferme que deax planches : Tune pour Tlntroduc- 
tion, et I'autre poar Texplication des principes de la Geom^trie deseriptiye. 
On a rduni dans un volume separe celles qui contiennent les figures ou 
4pures relatives aux probldmes des quatre parties qui composent ce Traite. 
Dans ces planches, le titre fait connaitre k quelle partie la planche appar- 
tient; et d'ailleurs les chifl'res joints k chaque figure indiquent clairement 
le probl^me auquel la figure se rapporte. Ainsi, dans la planche II de la 
Premij^re Partie, la figure X repond au ProbUime X ; et la figure XIII-3 est 
la troisidme du Probl^me XIII. 
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INTRODUCTION- 

THfiORIE DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE 

GONSID^Rl^S DANS l'eSPAGB. 



Definitions. 



1. On appelle plan une surface sur laquelle une ligne droite 
s^applique exactement d^s qu'elle y a deux points. 

Quand une droite n*a qu'un point commun avec le plan, on 
accorde comme Evident qu'elle est situ6e en partie d^un c6t6 de ce 
plan et en partie de Tautre cOt^. 

Pour representor les plans dans les figures, on est oblige de 
leur donner des limites, mais il faut toujours les consid^rer comme 
ind^finis. 

2. Une droite est dite perpendiculaire a un plan quand elle est 
perpendiculaire h toutes les droites qui passent par son pied dans 
ce plan. 

Quand une droite est perpendiculaire ^ un plan, on dlt, r^cipro- 
quement, que le plan est perpendiculaire h la droite. 

On appelle obliques les droites qui rencontrent un plan, et qui 
ne lui sont point perpendiculaires. 

3. Lorsqu'une droite et un plan ne peuvent pas se rencontrer, 
quelque prolong^s qu*on les suppose, on dit que la droite est pa- 
ralUle au plan^ ou que le plan est parall^le d la droite. 

U* Pareillement, deux plans sont dits parallHes quand ils ne se 
rencontrent pas, ^ quelque distance qu'on les prolonge. 

5. Un plan est perpendiculaire d un plan lorsqu'il contient toutes 
les perpendiculaires ^ ce plan, eiev6es aux diff6rents points de 
rintersection commune. 

On fera voir (35) que, r6ciproquement, le second plan est per- 
pendiculaire au premier. 

6. On nomme angle de deux plans, ou simplement angle di^dre^ 
Fespace compris entre deux plans qui se coupent, et qui se ter- 
minent h leur intersection. 

1 
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A la v6rlt6, Tespaes ia(}6fini sa tFoave alorp ^iy\a6 en deux par- 
ties que cette definition d^signe ^galement, mais c^est toujours h 
la plus petite qu'on donne le nom d'angle di^dre. 

Suppospp3 quUl 6Qit quesjtiQQ dQ Taqgle di^df^ cqi^prbi 9i|tre les 
plans ABM, ABN (fig. 1). LMntersection AB est Var^te de Tangle 
di^dre, et les pittas APM, ABN e» sont lea ffm$h On d^signe cet 
angle di^dre par MABN, en ayant soin de placer au milieu les deux 
lettres qui sent sur TarSte. 

7. On appelle angle soiide, ou angle polyedre, Tespace compris 
entre plusieurs plans qui se r(§unl8sent en un ni^me point. 

Ainsi (fig. 2), les plans ASB, ASG, BSG ferment Tangle solide S. 
liM anglev plans ASB, ASG, BSG sont les f€u:es de cet angle solide; 
les intersections SA, SB, SG en sont les ar4te$; le point S en eat le 

L^agle solide est triddre^ i6tratdrey penta^re^ selon qu*il 

a trois faces, ou quatre, ou cinq, etc. 

PiQpofUtiacui qm d^|?9at imm^dlatemdot 49 la notioa du plan. 

8. Th£or£me I, Une droite ne pent ^tre en par tie flam un plan 
et en pqrtie au dehors. 

Car, d^apr^s la definition (1), d^s qu^une droite a deux poiQjiS 
dans un plan, elle y est tout enti^re. 

9. THigoRiM« U (fig. 3). Trpis paints 4^ 6> C, non en iigm dr^ilf^ 
44terrninmt un plan, 

Prenez un plan h, volonte, trace^-y una droite, puiif chapgez U 
position de ce plan de telle sorte que pette drpite vienue passer par 
les point? A et B. II est Evident qu'on peut eucore faire iourner 
ce plan autour de 1^ droite AB de mani^re qu'il vlenne passer ^u 
point C, mais que si on continue de le faire tourner 11 quitter;^ le 
point G. Done on peut faire passer un plan pj^r les trois PQint9 
A, B, G, et on n*en peut faire passer qu'un. 

Corollairel (fig. U). Deux droites qui se coupent sont dans un 
plan, et elles en d^terminent la position. Soit E le point de ren- 
contre des deux droites, et soiont A et D deux points pris respec- 
tivement sur chacune d'elles. Pour qu*un plan contienne les deux 
droites, 11 doit passer aux points A, E, D : or, on vient de voir qfi*ll 
7 a un plan qui remplit eette oonditlon, et qu'il n*y en a qu'un. 

Corroilaire II, Deux drottes parall^les d^terminent la position 
d'un plan. On salt d^j^ que deux droites parall^les sont to^Joara 
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dans un m^me plan. Mais s^il y avait deux plans passant par ces 
droitesy 11 est clafr qu'en prenant un point sur Tune d*e!les, et 
deux sur Pautre, on aurait trois points, non en iigne droite, par les- 
quek 00 pourrait mener deux plans. 

10. TH^ORiiME III (fig. 5). Deux plans se coupent suivant ufie 
Iigne droite. 

Soit un point A commun h. deux plans MN, PQ. Dans le plan 
PQ, par le point A, menez deux droites BG, DE. Au>dessus du plan 
MN, prenez le point B sur la premiere droite ; au-dessous, prenez 
le point E sur la seconde ; enfin tirez la droite BE. La Iigne BE est 
tout enti6re dans le plan PQ, puisqu*elle y a deux points; et 
elle doit rencontrer le plan MN, puisqu*elle est en partie au-dessus 
de ce plan et en partie au-dessous. Spit I le point d'interseetion, 
la droite men^e par les points A et I sera commune aux deux 
plans ; car elle aura deux points, A et I, dans chacun d^eux. Hors 
de cette Iigne, les plans n'ont pas de point commun; autre- 
ment, on pourrait naener deux plans diflRlrents par trois points non 
en Iigne droite. Done Tintersection de deux plans est nne Iigne 
droite. 

n est d'ailleurs Evident que chaque plan est dlYis6 en deux par- 
ties, plac^es de cdt6s diff^rents Tune par rapport h Pautre. 

Sur la droite perpendlculaire au plan. 

ii. TBioafciiB IV (0g* 6). Si une drmte AB est perpendieuMre 
d ieux drcites BG et BD, qui passent par son pied dans tta pltm 
IfN, eite sera perpendiculaire au plan MN, 

Poup di^montrer cette proposition, il faut prouver que la dpmte 
AQ est perpendiculaire k toute autre droite BE, m^^ pur son 
pied dans ce plan (2). A cet effet, prolongez AB, de Tautre e^tS du 
plan, d'une quantity BH = AB ; menez la droite CD, qui eoupe kMi 
lignes BfS, BD, BE en C, D, E; enfin, tirez GA, DA, EA, GH, 
DH, SIL 

L'angle ABO ^tant droit par hypotli^e, 11 s'ensuit que BO est 
peFpendieuliire au milieu de AH; done, AC = HC. Par i^ne raisoa 
semblable on a AD = HD. Les triangles ACD, HGD eont done ^quiy 
lat^raux entre eux, et par suite Tangle AGE =? HGE. II r^ulte de 
Ul que les triangles ACE, BCE sent 6gaux oomnie i^yant un aiigle 
6gal comppis entr« deux c6t6s 6gaux, chaeun k cfaaoun; 4oii6 
AE = HE. Les triangles ABE, HBB «Qnt done 6quilati6raux ^ttre 
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eux, et par consequent les angles ABE, HBE sont ^aux. Or, ces 
angles sont adjacents; done lis sont droits; done AB est perpendi- 
culaire k BE. G*est ce qu'il fallait d^montrer. 

12. THioR^ME v. Par un point donn4 on pent toujours mener 
une droite perpendiculaire d un plan^ mais on n'en pent mener 
qu*une, 

U y a deux cas II consid^rer, selon que le point donn6 est dans 
le plan ou hors du plan. 

Premier cas (fig. 7). Soit A le point donn6 sur le plan MN, 
Traeez dans ce plan la droite BG h. volenti, de mani^re cependant 
qu*elle ne passe pas au point A. Menez AB perpendiculaire k BG; 
sulvant BG concevez un plan quelconque, et menez dans ce plan 
une perpendiculaire BH ^ BG; enfin, par AB et BH imaginez encore 
un plan, et dans ce plan ^levez AH perpendiculaire k AB. Je dis 
que AH est perpendiculaire au plan MN. 

Du point A ^ la ligne BG, menez une droite quelconque AG. Soit 
H rintersection de AH avec BH; prolongez HA d^une quantity 
AI = AH; tirez GH, GI, BI. Par construction, la ligne BG est per- 
pendiculaire ^ BA et ^ BH; done elle Test au plan HBI; done 
I'angle OBI est droit. Par construction aussi, la ligne AB est per- 
pendiculaire au milieu de HI; done BH = BI. II suit de 1^ que les 
triangles BGH et BGI sont 6gaux : done GH = GI; done AG est per- 
pendiculaire sur HI. Ainsi, la droite AH est perpendiculaire aux 
deux droites AG et AB; done elle Test au plan MN. 

Gette perpendiculaire est la seule qu'on puisse Clever au plan 
MN par le point A. S'il y en avait une autre, AR, on pourrait, par 
AH et AR, conduire un plan qui couperait le plan MN suivant une 
droite AS. Or, les lignes AH et AR, ^tant perpendiculaireaau plan 
MN, devraient T^tre k AS (2) ; done, dans le m6me plan HAS, par 
un m^me point, on pourrait mener deux perpendiculaires k une 
m^me droite, ce qui est impossible. 

Second cas (fig. 7). Soit H un point donn6 hors du plan MN« 
Dans ce plan menez une droite quelconque BG; abaissez HB per- 
pendiculaire k BG; dans le plan MN menez BA perpendiculaire k 
BG; enfin, abaissez HA perpendiculaire k BA; cette ligne HA sera 
perpendiculaire au plan MN. La demonstration est exactement la 
m^me que dans le premier cas. 

De plus, la perpendiculaire HA est la seule qu'on puisse abaisser 
du point ti sur le plan MN ; car, s'il y en avait une autre, HS, le 
triang^le HAS aurait deux angles droits, HAS et HSA. 
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13. THiORiiHE VI (fig. 8). La perpendiculaire AB, abaiss^e 
d^un point A sur un plan MN, est la ligne la plus courte entre 
le paint et le plan. 

Gar, si on m^ne toute autre droite AG, et qu'on joigne BG, le 
triangle ABG sera rectangle en B, et par consequent on aura 
AB<AC. 

Scolie, CeaX la perpendiculaire AB qui mesure la distance du 
point A au plan MN. 

Hi, TniORiiME VII. Par un point donn^ on peut mener un plan 
perpendiculaire a une droite; mais on n^en peut mener qu'un seul. 

Premier cos (fig. 9). Si le point donn6 O est sur la droite AB, 
menez deux plans par cette droite, et dans ces plans ^levez les 
perpendiculaires OG, OD, ^ AB; le plan MN, conduit suivant 
OG et OD, sera perpendiculaire k la droite AB. En effet, AB est 
perpendiculaire h deux droites qui passent h son pied dans le plan 
MN; done elle est perpendiculaire h ce plan; done, r^ciproque- 
ment, le plan MN est perpendiculaire k AB. 

Aucun autre plan MR passant par le point O n^est perpendicu- 
laire sur AB: car si le plan MR ^tait perpendiculaire ^ AB, on 
pourrait mener ^ar AB un plan qui couperait les deux plans MN 
et MR suivant deux droites, telles que OE , OF ; et la droite AB, 
6tant perpendiculaire aux deux plans, devrait TStre ^ ces deux 
lignes. Done, dans le plan ABE, les droites OE et OF, partant 
du mSme point 0, seraient perpendiculaires ^ AB, ce qui est 
impossible. 

Second cas (fig. 10). Supposons le point donn^ hors de la 
droite AB. Abaissez d'abord OG perpendiculaire^ AB, etensuite 
menez une autre perpendiculaire GD ^ AB: leplan MN, conduit 
suivant OG et GD, sera perpendiculaire k AB, M^me raisonne- 
ment que ci-dessus. 

Aucun autre plan OR, passant au point 0, n*est perpendicu- 
laire h AB. En effet, un plan conduit par le point et par la droite 
AB couperait les plans MN et OR suivant deux droites, OG et 
OE, partant du point O et perpendiculaires ^ AB, ce qui est 
impossible. 

15. THEORiMB VIII (fig. 11). Toutes les perpendiculaires BG, 

BD, BE, il€v4es au m^me point B d'une droite AB, sont 

comprises dans le plan MN, perpendiculaire d cette droite au 
point B. 
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6i BC, par exemple, n^est pas dans le plan MN, menoB par AB 
et BG un plan qui coupe le plan MN suivant une droite BG'. Puisque 
la droite AB est perpendiculaire au plan MN, elle doit Fdtre k 
BG'; done, au point B» dans le m^me plan ABG« 11 y aurait deux 
perpendiculaires BG, BG', k la droite AB, ce qui est impossible* 
Done BG est dans le plan MN. La m6me conclusion doit s^appli-* 
quer aux autres droites BD, BE, etc. 

16. TH^ORiiME IX (fig. 12). Lorsqu'un plan MlV i6st pefpefidi^ 
culaire au milieu G d'une droite AB, cfiaque point de ce plan est 
igalement iloigni des deux extr^miUs de la droite^ et tout point 
pris hors du plan en est inigalement iloigne, 

D^un point quelconque H, pris dans le plan MN, tirez AH, BH» 
GH. Les deux triangles AGH, BGH^ sent rectangles et ^gaux ; 
done AH = BH; done cbaque point du plan est 6galement distant 
des points A et B. 

Soit I un point pris hors du plad MN, tirez AI et BL La ligne 
At rencontre le plan MN en un point H; tirez BH. Le point H ap- 
partenant au plan MN, on a Aii = BH : mais on a BI < BH + HI; 
done aussi Bl < AH + HI, ou BI < AI; done, tout point pris hors 
du plan Mn est In^galement ^ioign6 de A et de B. 

Sur l6s obllqiies k an ^ilail. 

17. TH]£oRi:itls X (fig; 18). Les dbiiquei S^alerheni ^Idt^h^i^i ie 
Ih pefjmndicuidire sont ligales; et^ de deu^ obliqties ih^galemeHi 
^Ungndes de la perpendiculaire^ celle qui s*en ^loigne le nibtfiS eH let 
plus courte. 

Suppodond que AB 60it ti&e perpetidicii]£iird m plftb MN$ et <it!d 
AOy AD, A£, soient des Obliques partant du m6me pefifil A* 

TireK BG^ BD, BE^ 

Soit BG = BD: les triangles rectangles ABG et ABD i^tttegatni* 
done AG=AD. Done le:s obliqties 6galement ^carl^ei^ dd 1& per- 
pendiculaire 6ont ^gales. 

Sole BG< BE: sur BE prenez BF=BCI. L'oblique AF ^t 6gd\6 
k ACi Mais AF et AE 6tant dans Un mdme pltin avec la ligne AB 
perpendiculaire sur BE , on a AF < AE ; done aussi AG < AE. 
Done Toblique la plus rapproch^e de la perpendiculaire est la plus 
courte. 

Corollaire. On d^duit de 1^ un moyen d'abaisser une perpendi- 
culaire du point A sur le plan MN. Prenez une droite rigide suffi- 
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sanunent longue, et, fixant une de ses extr6mit6s au point A, 
marquez avec Tautre extr^mit^ trois points, C, D, F, sur ie plan 
UN* D*apr^s cette construction, les droites AG, AD, AF sont des 
obliques 6gaies; done les points G, D, F sont ^galement ^loi« 
gn^du pied de la perpendiculaire demand<^e; done le centre 
da cercie d^rit par ces trois points est le pied de cette perpen* 
dicnlairey 

18. TkiMlwa XI (flf. ilih St ttun pbint ifwicm^ d'lmi 

tifiHt9 AB, ObdqUlB d UH plah MN, on ObaUs^ Une perprndieuldh-e 
AC iUr e^ ptan^ 9t qu'm Jaigne te pi&d de I'olfliquB et ettui de id 

perpendiculaire par une droite BG, Voblique fera avec cette droite 
un angle ABG moindre qu'avec toute autre ligne AD menie (k mh 
fied dans le plan, 

11 s'agit de d^montrer que Tangle ABG est moindre que ABD» 
A cet effete prenez BD = BG et joignea AD. La perpendiculaire 
AG est plus courte que AD : ainsi les c6t^8 AB, BG, du triangle 
ABG, sont ^aux aux c6t6s AB« BD du triangle ABD, et le troi* 
gl^me c0t6 AC est moindre que AD; done Tangle ABG est moindre 
que ABD. 

Corollaire I. A cause de cette propri6t^, on est oonvenu de 

!>rendre Tangle ABG pour mesurer Tinclinaison de ToUique AB sur 
e plan MN. 

Corollaire II. Si on abaisse la perpendiculaire au plan MN par 
tout autre point de Toblique AB, le pied de cette perpendiculaire 
devra tomber sur BG. £n efitet, d^apr^s le th^or^ine qii'bn vient de 
d^montrer, la droite qui joint ce pied avec le point fi doit fair6 
bvec AB un angle moindre que toute autre droite men^e par le 
poiilt B dans le plan U^\ done cette droite coincide av^c BC, 

19. Tu^OR^ME XII (fig. 15.) Si une droits AB en perpendiculaire 
d un plan MN» si du pied de cette ligne on mtne BE perpendicu- 
laire h la droite GD situ4e dans le plan MN, et si on joint les 
points A et E, la droite A£, qui est oblique d I'igard du plan^ sera 
perpendiculaire d GD. 

Prenez £G = ED, et tirez ^G, BD, AG, AD. Puisque BE est 
perpendiculaire k GD, et que EG est dgale h, ED, on a BG = BD. 
Or# de ce que AB est perpendiculaire au plan MN, et BG ^gale h. 
BD, il en r6sulte que Toblique AC = AD; done chacun des points 
A et £ est 6galement distant de C et de D i done AE est perpendi- 
culaire k GD. 
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Droites parall^les dans Tespace. 

20. TuiontME XII (fig. 16). Par un point on ne pent metier 
dans Cespace qu'une seule parallHe d une droite dannde. 

Si par le point G il y avait deux parall61es CD et GE, h. la droite 
A6, chacune d*elles devrait ^trie dans le plan conduit par la droite 
AB et par le point G ; done, dans un plan, deux parall^les h une 
droite paaseraient par le m6me point, ce qui est impossible. 

Corollaire. Si deux droites sont parallMes, le plan men6 par 
Puned^elles et par un point de Tautre contient celle-ci tout enti^re. 

21. THiORtME XIV (fig. 17). Deux droites paraliiles sont per- 
pendiculaires aux m^mes plans. 

G*est-^i-dire que si AB est perpendiculaire au plan MN, la droite 
CD, parall^le k AB, sera aussi perpendiculaire ^ ce plan. 

Par les parall^les AB et GD concevez un plan, et soit BD son 
intersection avec la plan MN; dans le plan MN, menez DE perpen- 
diculaire & BD; joignez AD. En vertu du th^or^me XII, AD est 
perpendiculaire h DE; done DE est perpendiculaire aux deux 
droites DB et DA, et par suite au plan ABDG des deux parall^les. 
II suit del& que Tangle GDE est droit. Mais, k cause que GD est 
parall61e k la perpendiculaire AB, Tangle GDB est droit aussi ; 
done CD est perpendiculaire aux deux lignes DE, DB ; done elle 
est perpendiculaire au plan MN. 

22. TH^ORi^MB XV (fig. 17). Deux droites AB,' GD, perpendi- 
culaires au m&me plan MN, sont paralldles entre elles, 

SiCDn'est point parall^le h AB, soit DR une parall^le h AB; 
d'aprte le th^or^e pr6c6dent, DR serait perpendiculaire au plan 
MN ; done il y aurait au point D deux perpendiculaires au plan MN, 
ce qui est impossible (12). 

23. TnioRiiME. XVI (fig. 18). Deux droites A et B, par alleles 
d une troisitme G, sont parallHes entre elles, 

Menez un plan PQ perpendiculaire k la droite G. Les droites A 
et B 6tant parall^les h, G, sont perpendiculaires au plan PQ (21) : 
or, de ce qjti'elles sont perpendiculaires k ce plan, il s^ensuit 
qu^elles sont parall^les entre elles (22). 

Corollaire (fig. 19). Si par deux parall^les AB et GD, on m^ne 
deux plans qui se coupent, Tintersection EF est parall^le k ces 
droites. En effet, par un point E, pris sur EF, menez dans le plan 
AF une parall^le k AB : elle devra ^tre parall^le k CD, et par 



IINTRODUCTION. 9 

conflgquent elle sera aussi dans le plan D£ (20) ; done elle n*est 
autre que rintersection £F. 

Droite et plan parallMes. 

2Zi THEORiiME XVII (fig. 20). Toute droite GD, parallile d une 
droite AB situ^e dans un plan MN, est paralldle d ce plan. 

Pulsque les lignes AB et GD sent parall^les, elles sent dans un 
plan dont rintersection avec le plan MN est la droite AB ; done, si 
GD rencontrait le plan MN, ce ne pourrait dtre qu'en un point de 
la droite AB. Mais alors GD ne seralt point parall^le h, AB, ce qui 
est centre la supposition. 

25. THJ^ORiME XVIII (fig. 2i). Si une droite AG m perpendi- 
culaire di un plan MN, toute droite AG perpendiculaire it AB sera 
parallHe au plan MN. 

La ligne AB 6tant perpendiculaire au plan MN, et AG 6tant per- 
pendiculaire k AB, si AG rencontrait le plan MN, on pourrait 
joindre le point dMntersection O avec le point B, et former un 
triangle OAB qui aurait deux angles droits, ce qui est absurde ; 
done la droite AG est parall61e au plan MN. 

26. Th^or^me XIX (fig 20). Lorsqu'une droite GD est paral^ 
IHe h un plan MN, si on fait passer un plan GDB par cette droite^ 
Cintersection AB des deux plans sera parallHe it la droite GD. 

Puisque la ligne GD est parall^le au plan MN, elle ne doit pas 
rencontrer AB. D'ailleurs elle est dans un m6me plan avec AB ; 
done elle est parall^le §t AB. 

Corollaire I. La droite GD ^tant parall61e au plan MN, une pa- 
ranoic AB k GD, men6e par un point A du plan MN, est tout en- 
tiOre dans ce plan. S'il en Otait autrement, le plan des parallOles 
AB, GD, couperait le plan MN suivant une droite passant au point 
A, et qui, d^aprOs le th^orOme pr6c6dent, serait parallOle k AB ; 
done, dans un m6me plan, par le mOme point, 11 y aurait deux 
paranoics k GD, ce qui est impossible. 

Corollaire. n. Une droite parallOle k deux plans qui se coupent 
est paranoic k leur intersection. En effet, si par un point de rin- 
tersection on mOne une parallOle k la droite, cette parallOle sera 
contenue dans cbacun des deux plans (corollaire prOcOdent) ; done 
elle n^est autre que leur intersection. 

27. Th^or^me XX (fig. 20). Les pmralldes AG, BD, comprises 
entre une droite et unplan paranoics, sont ^gales. 
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Le plan des deux parall^les coupe le plan MN suivaat un^ 
droiie AB parall^le k CD ; done la figure ABGD est un parall41o- 
gramme ; done AG=:BD. 

CoroUaire. Si AG et 6D sent perpendiculaires au plan MN, ces 
llgnes sent parall^les entre elles, et les angles A, B, C, D sent 
droits. Odttime on ^ toujours AG=^BD{ ofi cohclut qM'Une drbite 
paralUle a un plun ettpartout d legate distance de ctptan, 

PlftttB paraU^lds ^nM edJt. 

98; Tiiditeji XXI (fig. 22). Lorsqne diuSb plcOti MN^ PQ 
sont perpendiculaires h une m&me droite AB, i7l SOnt p&fniUleS 
emtr^ eua. 

Supposons que le§ planiS MN^ PQ puisseflt se rencontref^ et 
soit O un point de leur interseetion : des points A et B^ oi!^ ila ecu** 
peat AB) tir^z left droites OA^ OB; La ligne AB dtant perpendi- 
euliare aux dstik plans, les angles A et B dti triangle GAB seraient 
droits^ ee qni est impossible/ Dono les plans he se renbafltreat 
point I done ils sent parall^Ies. 

29. THJ^ORtME XXII (fig. 2^). Les droiteS AB et Gt), resultant 
d^ fnieHecti&ns de deudb plans parallHes^ MN et PO^ tt:i)et un ttoi- 
si^me plan, Kd, sont paf^alUtes eHtre elles. 

En elBTet, les droites AB et GD lie peuvent se rencOritrer : adtM- 
ment, les plans MN et PQ se renedntreriii^nt et ne iseraient point 
piti'all^les. D^aill^urs ces droites sont dans tin tn^me plan R$l ; done 
elles sont parall^Ies. 

€aroUaire (fig. 24). Pat* lirl p6ihi A oil liS p6ut metier qU'un 
seul plan parall^le k un plan donn^ MN. dupposons qu'on en puisse 
flieii^r deux PQ et PR. GondUise^ iin plan quelcotiqiie par Is point 
A, 6i Soi^nt AB; Ag, de Ses ifttet»sections avec les plans PQ, Pk, 
M% tn VeKU du thSor6me pi^^cddent, chacune des droites AB et 
AG de^^ratt 6tre (ilar&ll&le a D£!, ce qui ^st iinpdssibld. 

30. TBioRiMB XXm (fig. 25) I Si deux plans MN et PQ smU 
parall^les^ touieperpendiculaireABa l^un deux est perpendiculaire 
4 l^ature^ 

Sopposons que AB soit perpendiculaire au plan MN. Par le 
point B menez k volenti la droite BO dans le plan PQ, et faites 
passer un plan par AB et BG. L'intersection de ce plan avec MN 
sera une droite AD parall^le h BG (th6or^me pr666dent). Or, la per- 
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pendicBUire AB aa plan MN est perpendicalaire & AD; done elle 
le dera aussi h la parall^Ie BG. Ainsi, la ligne AB est perpendicu- 
laird a toule droite men^e par son pied dans le plan PQ ; done elle 
est perpendieulaire h ee plan. 

31. tn^ORfeMB XXIV (fig. 26). Deux plans ^ P et Q, paralUies h 
tin troisitme^ R, sont parallHes entre eux. 

Meneii une droits AG perii^ddiculaire au plan R, elle sera aussi 
per|)endl^laire aux plans P et Q (30). Les plans P et Q l»ont d6ti6 
perpendiculaires & la droite AG; done ils sont parall^les (28). 

%%* THtoR^ME XXV (fig. 27). Le$ par alleles AB, CD, eampriui 
entre deux plans parallbles MN et PQ, sont igales. 

Les plans MN et PQ sont coupes par celui des deux lignes AB, 
Gb, siiivktit deujc droltes parall61es AG et BD ; done Izl fignfH ABt)G 
est tltl pdrallfilogratotne \ done AB =: GD. 

CdrcHlaire. Si les lignes AB et CT) sont perpendictilafres itl pldtt 
l^N, ^lleii ^erbiit. paralleled entre elles, et par consequent 6gale» ; 
done deux plans paralUles sont partout 4galement distants, 

33. Tni^ORiME XXVt (fig. 28). Si deux angles^ non situ^s dans le 
m^me plan, ont leurs cdt^s parallHes et dirig4s dans le m&me sens^ 
ces angles sont igaux et leurs plans sont parallHes. 

Soient les droltes AB, AG, respectivement parall^les ^ DE, DF ; 
prenez AB = DE, AG = DF, et tirez BG, EF, AD, BE, CF. Puisque 
AB est ^ale et parall^le ^ DE, la figure ABED est un parali^lo- 
gramme; done BE est ^gale et parall^le 4 AD. De m^me, puisque 
AC est ^gale et paraU^le it DF, la droite GF est ^gale et parall^le k 
AD ; done GF est <^gale et parail^le k BE, et par suite BG est <^gaid 
^ EF. Les triangles ABG, DEF sont done i^quilat^raux entre eux; 
done Tangle BAG = EDF. 

Je dis de plus que les plans ABG et DEF sont parall^les entre 
eux. Par le point D, menez un plan DET" parall^le au plan ABG, 
et soient E', F' les points oii il coupe BE et CF. Les lignes AD» 
BE', GF' seront ^ales, comme paranoics entre plans parall^ies (32). 
Mais on a d6j2i AD = BE = GF; done on aura BE = BE' et GF = GF', 
II suit de 1^ que le point £' coincide avee £, le point F' avee F, 
et le plan DfiT' avee DEF; done le plan DEF est parall^le au 
planABa 

Corollaire, Par deux droltes AG, DE, non situ6es dans le m^me 
plauf on pent toujours faire passer denx plans parall^les entre 
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eux. En effet, ayant pris k volenti le point A sur Tune, et le 
point D sur I'autre, menez AB parall^le k DE, et DF parall^le 
k AG; puis conduisez deux plans, Tun passant par les droites 
AB, AC, et I'autre par les droites DE, DF. En vertu du th6o- 
r^me qui vient d'etre d6montr6, ces deux plans sont parall^les 
entre eux. 

34. TniORiiME XXVII (fig. 29). Trots plans paraiUles intercept 
tent sur deux droites quelconques^ dans Cespace, des parties pro^ 
portionnelles* 

Supposons que trois plans parall^les P, Q, R coupent deux 
droites AG, DF, aux points A, B, G, D, E, F; je dis qu'on aura 

AB : BG :: DE : EF. 

ParallMement k AG, menez DH qui rencontre les plans Q et R 
en G et H. Les droites GE et HF sont parall^les comme inter- 
sections des plans parall^les Q et R par le plan DFH; done 
DG : GH :: DE : EF. Mais on a DG = AB et GH = BG (32) ; done 
AB : BG :: DE : EF. 

Plans perpendiculaires entre eux. 

35. Tfl^ORiiME XXVIII (fig. 30). Si une droite AB est perpendi- 
culaire a un plan MN, et qu'un plan PQ soit men4 suivant la droite 
AB, ce plan sera perpendiculaire an plan MN; et, riciproque^ 
mentf le plan MN sera perpendiculaire a PQ. 

D'apr^s la definition (5), pour que le plan PQ soit perpendicu- 
laire au plan MN, 11 faut d^montrer qu'il contient les perpendicu- 
laires 61evees au plan MN par les diffi^rents points de I'intersection 
QR des deux plans. Or, en quelque point de QR qu*on 616ve une 
perpendiculaire GD au plan MN, elle sera parall^le k AB (22), et 
par consequent situ^e dans le plan PQ (20) ; done le plan PQ est 
perpendiculaire au plan MN. 

R6ciproquement, je dis que le plan MN est perpendiculaire au 
plan PQ. Dans le pl^n MN, menez GE perpendiculaire h QR, et joi- 
gnez BG : la ligne GE sera aussi perpendiculaire k BG (19). Puisque 
GE est perpendiculaire k la fois aux lignes QR et BG, 11 s'ensuit que 
GE est perpendiculaire au plan PQ. Ainsi, on pout dire que toutes 
les perpendiculaires 61ev6es au plan PQ, par les diflfiSrents points 
de la ligne QR, sont dans le plan MN; done le plan MN est perpen- 
diculaire au plan PQ. 

Corollaire I. Gette demonstration prouve que si deux plans 
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sont perpendiculaires entre eux, toute droite men^e dans Vnu 
d'eux, perpendiculairement ^ rintersection, est perpendiculaire ^ 
I'autre. 

CoroUaire IL Si trois droites, passant par un m^me point, sont 
perpendiculaires entre elles, chacune est perpendiculaire au plan 
des deux autres (11), et les trois plans sont perpendiculaires 
entre eux. 

36. TH]£0Ri:ME XXIX (fig. 31). Quand deux plans MN et PQ 
sont perpendiculaires Cun a Pautre^ toute perpendiculaire menie d, 
Ctm deux^ d MN, par exemple, par un point A de rautre plan^ 
est contenue dans ce dernier. 

En effet, admettons qu'elle soit liors du plan PQ, et menons AC 
perpendiculaire h Tintersection QR. D*apr6s la definition (5), la 
perpendiculaire 61ev6e au plan MN par le point C doit 6tre con- 
tenue dans le plan PQ. Or, cette ligne dgit 6tre perpendiculaire k 
QR; done elle n'est autre que AC Ainsi, par le m^me point A, 
on pourrait mener deux perpendiculaires au plan MN, ce qui est 
absurde. 

CoroUaire. Par une droite qui n'est point perpendiculaire h un 
plan, on ne pent mener qu'un seul plan perpendiculaire h, ce plan. 
Car, d'apr^s le th^orfeme ci-dessus, le plan perpendiculaire doit 
contenir, outre la droite donn6e, la perpendiculaire abaissde sur 
le plan donn^, par un point quelconque de la droite donn6e: or, 
par deux droites, on ne pent faire passer qu'un seul plan. 

37. Th^orIime XXX (fig. 32). Vintersection AB dedeuxplans^ 
PQ et RS, perpendiculaires d un troisi&me^ MN, est perpendi- 
culaire d ce dernier. 

Si par un point B, pris sur Tintersection A6, on m6ne une per- 
pen(^culaire au plan MN, elle devra se trouver dans chacun des 
deux plans (36) ; done elle n'est autre que Tintersection AB. 

CoroUaire 1. Un plan perpendiculaire k deux plans qui se cou- 
pent, est perpendiculaire k leur intersection. 

CoroUaire II. Si trois plans sont perpendiculaires entre eux, 
rintersection de deux quelconques de ces plans est perpendicu- 
laire au troisi^me, et les trois intersections sont perpendiculaires 
entre elles. 

38. THioRiiME XXXI (fig. 33). Deux plans AQ, CS, qui sont 
perpendiculaires h un troisi^ie^ MN, et qui passent par deux 
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driHtei paratUks, AB et CD, non perpendiculaires h ce ptoii, »onU 
parallHes entre eux, 

Soient PQ et RS les intersections du plan MN avec les deux plans 
qui lui soat peipendlculaires : mene^ dans oes plans les droites AP, 
CR^ req^ectivement perpendiculaires ^ PQ, RS. Gas droites serout 
|ierp0iidifiul(|iFeB au plau UN, et par cons^qu^nt pai*aime9 (23); 
done les angles BAP, DGR ont leurs cOt^s parall^les; dOQO 1^ 
pl^i^ AQ, GS sent parall^les (33). 

Sar la plug courte distaoee de deux droites. 

39. THifiORfeME XXXn {fig. 34). &tant donates deux droites AB, 
CD, non situ6^s dans le m6me plan : i* on pent toujours mener une 
droite perpendiculaire U ia fois h chapune d'eUe$; 2^* p?f vHerif pent 
mener qu^um; 3** cette perpendiculaire est la ply^s course distance, 
mtre les deux droites, 

P^r un point quelconque de la droite AB, meuez AE parall^le 
^ CP, et cojiduisez le plan MN par AB et AE. p'un point quel- 
conque de GD, abaissez DF perpendiculaire au plan MN, et dans 
pO plan, par^ll61einent ^ AE, menez FG qui rencontre AB en G. 
Enfin, menez GH parall^le k DF. 

l,eg droitesi FG, GD 6tant parallfeles k AE, sent parallfeles entre 
ipU^s (23); 4pnc GF est dans le m^me plan (}ue GD et DF. Par 
l^1lit^ GH, parall^le ^ PF, est aussi dans ce plan, et doit rencon- 
trer GD. D'un autre c6t6, la ligne PF ayant 6t6 nien6e perpen- 
diculaire au plan MN, sa parali^le GH est aussi perpendiculaire 
^ ee plan (21), et par eoas^quent aux droites AB, GF* Maist GF 
4tant parall^le k, GD, il s'ensuit que GH est perpeii^culaire 
k GD. Done, i** on pent mener une droite perpendiculaire k l^ fi)|9 
aux deux droitea AB, GD. 

^upposons, 3^1 est possible, qu'une autre droite, IK, soit per- 
pendiculaire k oes deux, droites, 9i daqs le plan MN^ ^Jk ^^ 
Ih parftUMe ^ AE, la ligne IK sera perpendiculaire ^ AB et ^ IL, 
et par consequent au plan MN. Mais si on m^ne, parall^lement k 
DF, la droit^ KO qui est dans le plan GDF, cette ligne sera aussi 
perpepdiculaire au plau MI^ : ainsi il y aurait deux perpea^icu- 
laires abaiss6es du point K sur le plan MN, ce qui est impossible. 
Done 2* il n'y a qu'une seule droite perpendiculaire k I9, (pi^ s^f 
AB et GD. 

Quelle que soit la plus courte ligne qu*on puisse mener entre AB 
et GD, eile doit ^tre droite : autrement, sans changer ses extri- 
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mit^s, on poarrait mener entre ces mSmes extr^mlt^s une ligne 
droite qui serait plus courte. Ensuite cette ligne droite ne peut 
6tre difiR^rente de 6H. En effet, supposons que ce soit IK, et 
menons encore la parall^le KO k DF. La ligne KO seralt perpendl- 
culaire au plan MN, KI serait une oblique, et On auraitKO<KI; 
mais GH = KO (32); done 6H<KI. Done 5" la droite GHest la 
plus CQurtQ distaace de AB ^ CD. 

' Des angles formes par les plans. 

Ud. TnionkuE XXXIII (fig. 35). Dn angle diMre ^ pfmrmsiure 
Cangle forrn^ par Le^ perpendiculaires rnenies dans le$ deux fqces 
d ifn m^me point de Car^te* 

U faut d^montrer avaot tout que Tangle des perpendiculaires 
est le in^me en quelque point de TarSte qu'il soit fprmi. Et, en effet, 
dans les faces BAM, BAN, menez les perpendiculaires AM et BP, 
AN et BQ, sur Tar^te AR : les droites AM et AH seront respecti- 
Yement parall&les k BP et BQ ; done Tangle MAN=^PfiQ (33). 

n faut prouver maintenant que Tangle des perpendiculairas 
y^e dans le m^me rapport que Tangle des plans. Supposons qu^ 
le plan BN, en tournant autour de AB, alt pri$ la position BAG* 
et que la perpendlcul^re AH se soit plac^e en AG. Gpminci )e 
plap MAN est perpendiculaire k AB, la Ugne AG, doit 6tre (som- 
prfse dans ce plan (15). Celapos^, je di3 qu'on aura toujoura, eetre 
les angles di^dres MABN et MABG, la proportion 

[a] MABN : MABG :: MAN : MAG. 

Consl4^rons le oas q^ les angles MAN, MAG, ont pna ec^pmoo 
mesure, ^t repr^senfons par m et n ies aombres eatier^f ;qiii 
exprimeat cpmbieo de foi$ il3 1^ contienz^eat > de telle $^f^ 
<|V'0O aif 

MAN : MAQ t' ^ : Qi 

Portee eette commune mesure dans Tangle MAN autant de fois 
qu'elley est contenue : cet angle sera partag6 en m parties ^gales, 
et MAG en contlendra n. Menez des plans par Tardte AB et par 
ebacune des divisions Arr, Ay, kz,,„ de Tangle MAN. de cette 
mani^re Tangle di^dre MABN sera d6compos6 en m parties. Or, 
en prenant Tune de ces parties, MAKr, par exemple, et la faisant 
toumer autour de AB, il est Evident que Tangle Uhx ne quittera 
point le plan MAN, qu'il ira se placer successivement sur chacun 
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dos angles partiels xAy^ ^AG,.*- et que par suite Tangle di^- 
dre MABo; coincidera lui-m^me, successivement, avec ch^cuii de 
ceux qui composent I'angle di^dre MABN. L'angle di6dre MABN 
contient done m fois Tangle partiel MABx, et Tangle di^dre MABG 
le contient n fois ; done 

MABN : MABG :: m: n. 

En comparant cette proportion avec la pr^c^dente» il vient 

MABN : MABG:: MAN : MAG; 

done la proportion [a] estd^pntr6e pour le casoiSi les angles MAN, 
MAG sent commensurables. 

Quand les angles MAN, MAG, sent incommensurables, on pent, 
au moyen du raisonnement connu sous le nom de reduction d 
CabsurdCy faire voir que la proportion [a] est encore vraie ; done, 
dans tons les cas. Tangle diMre est mesur6 par Tangle des per- 
pendiculaires. 

tii. Scolie I. Dans le raisonnement connu auquel je viens de 
renvoyer pour le cas des incommensurables, la rigueur est plus 
apparente que r^elle: car on s'y appuie sur les propri6t6s des 
proportions, et, quand on ^tablit ces propri^t^s, on consid^re 
toujours des rapports entre quantit^s commensurables. C'est pour- 
quoi je proposerai ici une demonstration tiouvelle, qui a d'ailleurs 
Tavantage d'embrasser les deux cas k la fois. Mais il faut aupara*- 
vant donner du rapport une definition qui puisse s'appliquer aux 
grandeurs incommensurables. 

Pour mieux fixer les ld6es, je supposerai qu'on ait k comparer 
deux lignes AB et CD (fig. 36). Portons la plus petite CD sur la 
plus grande AB : soit a le nombre de fois qu'elle y est contenue, 
et EB le reste. Divisons ensuite CD en 2, 3, 6,... parties ^gales, 
jusqu'^ ce qu'on trouve une subdivision qui, 6tant port^e sur AB, 
laisse un reste FB<EB : soit a' le nombre de fois qu'elle est con- 
tenue dans AB, abstraction faite du reste FB, et soit ^' le nombre 
de fois qu'elle est contenue dans CD. Divisons encore CD en un 
plus grand nombre de parties ^gales, jusqu*^ ce qu'on en trouve 
une qui, portde sur AB, laisse un reste GB<FB, et designons 
par ol" et ^'^ les nombres qui expriment combien de fois elle est 
comprise dans AB et CD. Goncevons que Ton continue de diviser 
ainsi CD en parties egales de plus en plus petites, en ayant soin 
de s^arreter, comme nous Tavons fait, aux subdivisions qui, 
etant portees sur AB, laissent des restes de plus en plus petits. 
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Us r^pQfts des longueurs ae, AF, AG,... k CD serout exprim6s 

a a' ot* 

Ces longueurs vont en croissant, et, selon que AB est com- 
mensurable ou incommensurable avec CD, on pent en trouver 
une qui soit ou exactement 6gale h AB ou aussi pen diff6rente 
de AB qu'on voudra. En mfime temps, les rapports ci-dessus vont 
aussi en croissant, et tendent 6videmment vers une limite fixe, 
qui sera assignable exactement, ou dont on pourra approcher 
autant qu'on voudra. Or, quelle que soit cette limite, c'est elle 
qui est le rapport de AB ik CD. 

Cela pos6, imaginons qu'on ait divis6 Tangle MAG (fig. 35) 
en p parties 6gales, et qu'une de ces parties ait pu fitre port6e 
sur MAN un nombre de fois a, le reste 6tant n6glig6. En menant 
des plans par I'ar^te AB et par les lignes de division trac6es dans 
le plan MAN, Tangle di^dre MABG sera divis6 aussi en p parties 
^gales, et Tangle di^dre MABN en contiendra a (avec un reste 
qu'on neglige). La m6me chose a lieu quand on decompose Tan- 
gle MAG en un plus grand nombre de parties ^ales; et de 1^ on 
conclut que si le rapport de MAN k MAG est la limite des frac- 

a a' a" 

^^°® ¥' F ♦ S^ ' • • • ^^^^^ ^^ angles di^dres MABN , MABG , sera la 

limite des mSmes fractions. Done ces rapports sent 6gaux, et la 
proportion [a] est d6montr6e. 

A2. Scolie II. Les fractions qui pr^cMent doivent ^tre consi- 
d6r6es comme des approximations du rapport qui en est la limite. 
Par la mani^re dont on les a trouv^es, il est clair qu'elles sent 
moindres que ce rapport, et que chacune d'elles en est plus ap- 
proch^e que les pr^c^dentes, et mSme plus approch^ que toute 
valeur, qui, 6tant moindre que ce rapport, aurait un d^nomina- 
teur moindre que la fraction suivante. Par exemple, en prenant 
pour d^nominateurs les nombres P' + i, P' + 2, etc. , compris 
entre P' et p", on ne pourra trouver, parmi les fractions moindres 

que le rapport, aucune fraction plus approchde que— ^ 

Si on applique la recherche du plus grand commun diviseur 
aux deux lignes denudes, si on forme une fraction continue avec 
les quotients, et si on calcule les riduites successives, on obtien- 
dra ainsi des valeurs approch^es, les unes en d6faut, les autres 
en exc^s ; et, en ne conservant que les premieres, elles devront 
se trouver parmi celles que nous avons rapport^es plus haut 

2 
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Entne oes rMuttes, on peut placer des fi^aeii&ns hitemMiedreSf 

lesquelles, avec les rdduUeSj ne seront autres que la aaite ^b 

a a' a" 

KvL lieu d'ane suite compost de fraetlODa molndres qu« le rap* 
port, on aurait pu prendre dea valeura approoh^s en excte ; mala 
oes details me semblent inutilea. 

Le leoteur 6rudit, qui aura eompris oes courtea observationa, 
reeonnattra que Qotre proe6d6, pour d^montrer le th6or^me ro* 
latlf k la loeaure de Tangle dlMre, ausst bien que lea tb^ortoiea 
analogues de la G6om6trie, se rapproche, quant au (tind, de celul 
dont sneltda a MX usag** 

ASL Seoiie 1)1. 11 eat tr^s^important 4e remarquer que si lea 
drefttaa hM, 4N (fig. 87), menses dans lea deux fttcea, n'^tatent 
point p«rp<mdieQlalre8 h AB^ Tangle MAN ne pourralt plua me- 
aiiF«r Tangle dlMre. B'abord 11 est Evident que si ceo droites font 
aMo AB des anglea in^ux 0AM, CAN, et que Tangle dl^dre 
dtmlnue juaqu*ii B6ro, Tan^e MAN ne devlendra pas zdro; done 
il faut que lea anglea GAM et CAN soient 4gaux. 

Prenons dono les lignea AM et AN ^galement Incllndas sur AB, 
et &4aon3 yQijc quQ Tangle i^ ces obliques m varie point dana 1^ 
mdme rapport que celui des plans. A cet effet, changeons la posi- 
tion du plan BAN, et supposons qu^il se place en BAG, et AN 
en AG. Si les angles des obliques mesuraient ceux des plans, on 
dofrait aToir 

MA3N : MABQ : GABN :: MAN : MAG : GAN- 

Or AUW ^ N14QQ *f GABOi ; done on aurMt 

W MAN rxz MAG + GAN. 

Dans les trofs plans, menez les perpendfculaires CM, CN, CG, h 
Tar^te BA : les triangles ACM, ACN, ACG seront 6gaux et don- 
neront CM = CN = CG; done les points M, N, G ne gont pas en 
ligne droite; done les obliques AM, AN, AGnesont pas dansun 
m^me plan. Or, on d6montrera plus l(^n (/id) quo, daoa ce ou^ 
Tangle plan MAN est moindre que MAG + GAN ; donq T^jfa- 
Ut^ [b] est impossible ; donq TapglQ des obliques ne yarie poiut 
dans le m6me rapport que Tangle di^dre. 

4A. CoroUaire. On dit qu'un angle difedre est droits aigu onQbtm^ 
$Qlon que Tangle des perpeadicuiaires est lui-m6me droits ai^u ou 
obtu^. D^apr^s ces definitions, il est facile de voir que dans tout 
angle di^dre droit les faces sent perpendiculaires Tune sur Tautre. 
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11 est ^alfimeinit fttcile d*4tablip, sor lea angles diMrae, les 
propositions qui out leurs analogues par rapport aox angles plans. 
Ainai, par exemple» lorsque deux plans ae traversent mutuelle* 
ment, la somme des angles ac^acents est ^gale k deux angles 
droits » et les angles opposes au sommet sent 6gaux* La rencontre 
de deux plans parall^les par un troisi^niQ plan donne lieu aux 
m^mes ^alit^ d'angles que la rencontre de deux droites paraN 
Ibles par une s^cante : c'est ce que prouvera suffisamment la pro* 
position suivante. 

A& THioaiiiE XXXIV (fig. 38). Lorsque deux pians paral^ 
lUeSt MN et PQ, sent coupis par un troisi^me plan^ RS, les angles 
diedres carrespondants sent igauau 

II Skagit de faire voir que Tangle di^dre MABRssPGDR. Menes 
un plan perpendiculaire h AB, lequel coupera le plan BS suivant 
la ligne AR, et les plans MN, PQ, suivant les parall^les AM, GP, de 
sorte qu'on aura Tangle MAR = PCR. Puisque le plan RAM est per- 
pendiculaire h AB, les droites AM et AR sent perpendlculaires 
aussi k AB, et Tangle MAR mesure Tangle dl^dre MABR. Mais CD 
6tant parallMe k AB, le plan RAM est aussi perpendiculaire sur GD« 
et par suite PCR mesure Tangle di^dre PCDR, Or, on a MAR ^ PCR i 
done Tangle di^dre MABR = PCDR. 

Scoiie (fig. 39.) La r^ciproque n'est point vraie: car si on trace 
dans un plan RS deux droites AB, CD, qui se rencontrent, et si on 
mtoe, par ces droites, deux plans BM, DP, 6galement inclines yers 
la rnAme o6t6 R du plan RS, 11 est Evident que ces plans ne seront 
point paraU^es. 

Mais si , outre T^Iit^ des angles dlftdres, on suppose que les 
lignes AB et CD soient paranoics (fig. 38), alors les deux plans BM, 
DP sent parallftles. En eifet, )e plan RAM, perpendiculaire aux 
lignes AB et CD, dMermine, par ses intersections arec les trois 
plana^ les angles MAR et PCR qui, par hypoth^se, doivent dtre 
^ganx; done CP est parall^le k AM. Mais d^J^ CD est parall^le 
^ AB; done les plans BM et DP sont parall^les (S3). 

ik6. TnionkMB XXXV (fig. /iO>. Si un pleat BP divise un angle 
dUdre en deux parties Sgales, chaque point du plan BP sera igate- 
ment distant des faces BM, BN; et tout point pris hors de ce plan 
sera inigaiement distant de ces faces. 

Da point G pris dans le plan BP abafssez les perpendiculalres 
CD, CE, sur les plans BM, BN, et menez le plan DGB qui coupe les 
troii plans suivant FG, PD, FB. La droite AB sera perpendiculaire k 
ces trois lignes (n° 37, coroUaire I); done les angles GFD, GTE m&- 
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surent les angles diMres PABM, PABN. Par hypothfese, ces angles 
difedres sont 6gaux ; done CFD = CFE. Far suite, les triangles rec- 
tangles CDF, CEF sont 6gaux, et Ton a CD = CE. Done chaque point 
du plan BP est ^galement distant des faces BM, BN. 

Soit G un point hors du plan BP : abaissez les perpendiculaires 
GE, GH; menez le plan EGH, qui determine les intersections EFf 
FH; par le point C, oii GE rencontre le plan BP, abaissez sur le 
plan BM la perpendiculaire CD, qui sera dans le plan EGH; enfin 
joignez DG. On a GD < GC + CD, et comme le point C est dans le 
plan BP, on a CD = CE ; done GD < GE. Or, GH est perpendicu- 
laire au plan ABM, et GD est oblique; done on a GH < GD; done 
a fortiori GH < GE. Done tout point hors du plan BP est in^gale- 
ment distant des faces BM, BN. 

47. TH^ORiMB XXXVI (fig. /ii). Si d'un point 0, pris dans Cin- 
tMeur d'un angle ditdre^ on abaisse des perpendiculaires OC, 0D» 
sur les deux faces, Cangle COD de ces perpendiculaires sera le 
supplement de l^angle di^dre. 

Le plan COD est perpendiculaire ^ TarSte AB (n" 37, corol- 
laire I), et il determine, par ses intersections avec les deux faces. 
Tangle CED, qui mesure Tangle de ces faces. Or, le quadrilat^re 
OCED est rectangle en G et en D; done Tangle COD est supplement 
deCED. 

/i8. Th^or^he XXXVII (fig. tx% Si d'un point O, pris dans 
Cint&rieur d'un angle tri^dre S, on abaisse des perpendiculaires 
OP, OQ, OR, sur les faces ASB, ASG, BSC, ces perpendiculaires 
ddtermineront un nouvel angle tri^dre, donl les faces serontsuppU- 
ments des angles di^dres de Cangle solide S, et dont les angles 
di^dres seront supplements des faces de ce mim^ angle solide, 

Les faces du nouvel angle tri^dre O sont les angles plans POQ, 
POR, QOR, formes par les perpendiculaires OP, OQ, OR; done, 
d'abord, ces faces sont les supplements des angles di^dres formes 
suivant SA, SB, SC {1x1). 

Maintenant, observons que le plan POQ est perpendiculaire aux 
faces ASB, ASC (35), et que par suite Tar^te SA est perpendi- 
culaire h, ce plan (n" 37, corollaire I). De m^me SB est perpendicu- 
laire au plan POR, et SC au plan QOR. Ainsi, les ardtes de Tangle 
solide S sont respectivement perpendiculaires aux faces de Tangle 
solide ; done les faces de S sont les supplements des angles di^dres 
de O, ou reciproquement les angles diedres de O sont les supple- 
ments des faces de S. 
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Seolie. A cause de ces propri^t^, les angles tri^dres S et 6 
sont dits suppl&mentairei. On poorrait aussi remarquer qu'3i tout 
angle poly^dre correspond un angle poly^dre suppL&mentaire. 

49. TH^ORiME XXXVIII (fig. 43). Dans un angle trUdre, 
cheque angle plan est moindre que la samme des deux autres. 

Pour quMl y ait lieu h demonstration, 11 faut qu*une face soit 
plus grande que chacune des deux autres, prise s6par6inent, 
Soit ASB cette face : faites-y Tangle ASD=ASG ; tirez k volont6, 
entre les aretes SA et SB, la drojte AB qui coupe SD en D ; sur la 
troisi^me ar^te prenez SG=SD; enfin menez GA, GB. 

D*apr^ la construction, les triangles ASD, ASG sont 6gaux ; 
done AD==AC. Mais on a AD+DB<AG+GB ; done DB<GB. 
Ainsi, dans lestriafiges SBD, SBG, on a SB commun, SD=SG, 
DB<GB ; et de 1^ on conclut Tangle DSB<GSB. Ajoutant 
ASD d'une part, et ASG de Tautre, il vient ASD+DSB ou 
ASB<ASG+GSB. 

50. THioRiME XXXIX (fig. M). La somme des angles plans 
qui forment un angle solide est moindre que quatre angles droits. 

Ayant men6 un plan qui coupe les ardtes de Tangle solide S 
suivant le polygene ABODE, prenez un point dans Tint^rieur du 
polygene, et joignez-le aux diflTiSrents sommets A, B, G,... De 
cette mani^re on formera, dans le polygene, des triangles en 
nombre 6gal h ceux qui se r^unis^nt an sommet S, et par conse- 
quent la somme des angles des premiers est 6gale h celle des angles 
des demiers. Gela pos^, le th^or^me precedent donne 

DAE + CAB < SAE + SAB, 
DBA + OBC < SB A + SBG, 
etc. 

La somme des angles contigus aux points A, B, G est done 
moindre dans les triangles du polygene que dans les triangles lat6- 
raux ; done, par compensation, la somme des angles en S est 
moindre que celle des angles en 0. Or, cette demi^re somme est 
^le k quatre angles droits ; done la somme des angles en S est 
moindre que quatre droits. 

51. THiiORiHE XL (fig. UB), On peut toujour s former un angle 
tri^dreavec trois angles plans qui satisfontaux conditions des deux 
tMcrtmes prMdents, 

Dans un m^me plan construisons Tangle ASB ^gal h la plus 
grande des trois faces, et les angles ASM, BSN 6gaux aux deux 
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autres ; du oentrd S, avec ua rayoa arbitralre» dderivoiis un ««rele 
qui d^ermineles points A, B, M| N; prenoas I'arc AM'8=AMt 
et I'arc BN'=:BN : puisque ASB est la plus grand facei ies poiats 
M' et N' devront tomber entre A et B. De plus, par hypothfese, on 
a A8B<ASM+BSN; done aussi arc AB<AM'4-BN'; donft le 
point N' est entre A et M' ; ddnc les Cordes MM', BN* dotvenl se 
cotipet* en datis rint^rietir du cer de. i&leve^ au point une per- 
pecdiculalre OG au plan asb; avec une hypotenuse GC, §g;ale &la 
deml-corde GM, aclievez le triangle rectangle GOG; enfin joignez 
ISG ! I'atigle sdlide form6 par 16S aretes SA, SB, SO sera l*angld 
triMre demand^. 

Tout se r6duit a prouv^r que les angles ASC,'BSG sont respec- 
tivemetit 6gaux h asm, bsn. fit, en effet, OG 4tant perpendicu- 
lalre k la llgne SA , et OG ^tant perpendiculaire au plan ASB , 
Tangle Cgs est droit (19), et par suite les triangles ggS, MGS 
sont (Sgaux * done Tangle ASC=ASM. L'Sgaiit^ des m^mes trian- 
gles donne SG=SM ; done SG=SN. Or Tangle GfiS , ddlt aiis^l 
AtM droit (19) «, doQG leB triangles ]*ectangleiS GHS, NHB iont 
^ux comme ayant Tliypot6&ai» 6gale dt ua o6t6 commun ; doao 
6nfln Tangle BSGxetBSN< 

En prolongeant 0G> d*une quantity ^gatd OG'^ dd l*aatra c0t6 
do plau ABB, et joignant SG't on formerait on second ftngld triMr« 
qui serait enccHre compos6 desmdmeii angles plans* 

52. TH^OaisKC tLl (fig. &6). Lorstflie d^i& m0^i rH^e^iMi &M 
Imn facei ^galeif, ehaeune h eftacme^ ies m^les ditdfti dMipHi 
par les faces 4galet sont igAUst. 

Supposons qu'on ait ASB^^a'S'B', AflC=rtA'S'G', BSG = B'S'G'. 
Dans les plans ASG, BSC, ^levez sur Tar^to SG les perpendicu- 
laires DE, DF. Prenez S'D'=SD, et, dans les plans A'S'G', B'S'C', 
menez sur S'G' les perpendiculaires D'E', D'F', Les deux angles dife- 

dfes, f6mi6s stiivant SC, S'g', ott pour mesufes les angles plaflsSUF, 
EVF' ; et la question coHisiste k faire voir que Et)F:^E'D'P'. 
I)es liypoth^ses et des eonstructi6nd ci-dessus 11 riSsuIte que 

Sb==S'D', SD]e==S'D'fi', ASC = A'S'G'; dOnC leS trtattgleS fiSE, 

fi^S'E' sont 6gaux. par des raisons setnblables, les tHangies DSF, 

D'S'F' sont aussi 6gaux ; done on a 

bfi=D'r, DF=D^', SErtrSr, S^=&V. 

Les triangles ESF, E'S'F' ont done un angle ^gal compris entre 
Q^t^a dgaux 9 dono EFa^E'F'. Dono les triangles DSF, D'E'F' sont 
6qttilat^raux entre eux ; done Tangle fiDF!=E'DT. 
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M. Auim d^moHstroiion (fig« 47). Lea raliOKUMHiMilB ]»4o6« 
d6iit» iupposdnt que led pdrpeiidiOulair«t DE, DF rdmsootreiit l«i 
«r6td8 SA et SB« 06 qui n'arrive pad toujourB. L^ d^mdoMtttioa 
sQiT^te u4 eouffre ftueune excopUon. 

Pre&<e ^iy = W, et snene^i oomme piuti haut^ te p<tfp^di«« 
culaires DE, DF, D'E\ DT. Prenez SG > SO | tires QH ^i eouiw 
SA ^B H et D£ en K; tirez GI qui ooupe S&em I et DFen L;|oi- 
gaez XH| XL. Prenes enoore les distanoes S'G'saSG# S'li'iraSH^ 
S'l' ss SI, et achevee les constructions indiqu^es aur la figure. 

1.6 triangle GHS est 6gal ^ G'H'S\ GIS k Q'l'S\ HSl i S'ST s el 
de 14 il r^sulte que les triangles GHI, G'HT sont 6quilat6raux entre 
eux, done Tangle HGI^sH'GT. L*6galit6 des premiers triangles 
donne aussi I'angle H6S = H'G'S', et IGS ^ TG'S' s d'ailleura, par 
Goaatruction, I)G = J)f(i'\ done les triangles rectangles DG£, 
DGL flont respectivement 6gaux 4 D'G'K', D'QV* De Ik on con* 
elut GK == G%\ 6L =c GV ; done les triangles QKU O'rii' ont 
on angle ^gal compris entre c6tAs ^gaux; done KL n K'L'. Mwa 
r6galit6 des mdmes triangles rectangles donne encore DK » D'&'y 
DL = DX'; done les triangles DJU^ D'KX sont ^aux; 6ma 
enfin Tangle KDL = K'DX' : c'est-ii-dire que lea faoea ^gi^es oeril- 
prennent des angles di^dres ^auxi 

6A» Scolie0 On pourrait encore conserver la prenlidrd ateim* 
stration en la ccnnpl^tant de la mani^re suivtote i 

Apr^ avoir reconnu, oomme dans la secOnde <l6monifratiosi^ que 
Tangle fiGHmS'O'fi'i Tangle 6GI*=t9'GT^ Tadgls BGIdzH'aT, 
on ol^nrera que les angles M^dres G et Q' ont leiirs faces 6gales 
ehaoune h ohacune^ et qu'en outre les angles flGH» SGI» 6'Q'B.\ 
S'GT sont aljgus; dono si on applique la premiere ddmonstrtttion 
aux angles solides G et G'^ on pourra conclnre que leti angles 
dlMres HSGI, H'S'Gl' sont 6gaux. Or, ils sont pr6cis^ent eeiut 
que foruent les faces ASG, A'S'G' avec les faces BSQ^ B'd'G'* 

65* THjSoaluiB XLH (flg« A&)« D^ic angles tri§dres tont igaus) 
larsqtie leurs faces sont ^gales, chacune d chacune^ et sembla^ 
biffment disposies* 

Solent ASB t= A'STB', ASC =2 A'S'C, BSC = B'S'C. II est tou- 
jonre possible de placer Tangle solide S' dans Tangle solide 5, 
de mani^re que la face A'S'B' coincide avec son 6gale ASB, et 
que I'ardte 6'G' soit du m^me c6t6 que SG, par rapport k cette 
lM)e. Par bypoth^se, les faces egales doivent 6tre aembiabiement 
diipos^if condition qui signlfie qu'apr^s la superposition dont 
on vient de parler, les faces A'S'G', B'S'C' doivent avoir les aretes 
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SA, SB, communes ayec les faces A5C, BSG, qui leur sont re»- 
pectivement 6gales. Mais d'apr^s le th6or^me pr6c^ent» les incli- 
naisons de MS'C et de B'S'C sur la face A'S'B' sont ^gales aux 
inclinaisons de ASG et de BSG sur ASB ; done les plans A'S'C, 
B'S'C doivent respectivement coinclder avec ASG, BSG ; d<Hic les 
angles tribes sont ^gaux. 

56. Scolie. Quand les faces 6gales ne sont pas semblablement 
dispos^es, la superposition indiqu^e plus haut ne fait plus passer 
la face A'S'G' suivant Tar^te SA, mais suivant SB; et en mtoe 
temps B'S'G' passe suivant SA. Alors les angles di&dres compris 
entre les faces 6gales n'en sont pas moins ^gaux ; mais cette ^ga- 
lit6 n'entratne plus la coincidence des autres faces, et par suite 
les angles solides ne sont pas 6gaux. 

Dans ce cas, si on veut encore placer A'S'B' sur ASB, de mani^re 
que Tar^te SA devienne commune aux faces 6gales ASG, A'S'G', et 
Tar^te SB commune aux faces BSG, B'S'G', il est Evident que S'G' 
prendra une position SD (fig. /|9) de Tautre c6t6 du plan ASB. On 
va d^montrer que les lignes SG, SD sont dans un plan perpendicu- 
laire k la face commune h ASB, et qu*elles sont ^alement incli- 
n<6es & r^ard de cette face. 

Prenez SD = SG; tirez GD qui rencontre le plan ASB en 0, et 
menez SO qui est Fintersection des plans ASB, GSD. Dans le plan 
ASB, menez h volenti la droite AOB qui passe au point O, et qui 
rencontre SA et SB; puis achevez les constructions comme sur la 
figure. Les triangles ACS, ADS sont ^gaux, et donnent AG = AD. 
Pareillement, les triangles ^gaux BGS, BDS, donnent BG = BD; 
done AB est perpendiculaire au milieu de GD. Le point O est done 
le milieu de GD; et puisqu'on a pris SG = SD, 11 s*ensuit que SO est 
perpendiculaire h GD. La ligne GD est done perpendiculaire k la 
fols ^ AB et ^ SO ; done par suite le plan GSD est perpendiculaire 
au plan ASB (35). De plus, les triangles ^gaux GOS, DOS prou- 
Yent que les lignes SG et SD sont 6galement inclin6es k regard de 
ce plan. 

Quand deux angles tri^dres sont tels que les pr6c6dents, c^est- 
&-dire quand ils ont les faces 6gales et ^galement inclin^es, mais 
quMls ne peuvent point coincider, parce que les faces ^gales ne 
sont point semblablement dispos6es, on dit qu'ils sont symitriques* 

57. Pour ne rien laisser k d6sirer sur les angles polyMres, il 
faudrait expliquer comment on ram^ne leur mesure k celle des 
angles di^dres : mais, sur ce point, je renverrai aux trait^s ordi- 
naires de g6om6trie. 
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Tbto^mea k d^montrer. 

58. Je tenninerai par proposer, seulement comme exercices, les 
Snonc^s de dlyers th^or^mes dont les demonstrations se d^duisent 
avec facility de ce qui pr^c^de. 

I. Si, par an point d'une droite A, on m^ne des droites ^gales, 
formant des angles 6gaux avec A, les extr^mitds de ces droites 
seront situ6es sur une clrconf6rence de cercle dont le plan est per- 
pendiculaire k la droite A, et dont le centre est sur cette droite. 

n. Lorsqu'une droite fait des angles 6gaux avec trois droites 
passant par son pied dans un plan, ces angles sont droits, et la 
droite est perpendiculaire au plan* 

m. Toutes les parall^les h une droite, menses par les diff<§rents 
points d*une mdme droite, sont dans un m^me plan. 

IV. Lorsque, par les diir(§rents points d*une droite situ^e dans un 
plan, on m^ne, d'un m^me c6t6 de ce plan, des droites parall^les 
et ^gales, les extr^mit^s de ces paranoics sont sur une droite pa- 
rall^le au plan. 

y. Si une droite est perpendiculaire h un plan, tout plan paral- 
l^le h cette droite est perpendiculaire au m^me plan. 

yi. Si deux plans sont perpendiculaire entre eux. toute droite 
perpendiculaire k Tun d'eux est parall^le h Tautre, ou y est conte- 
nue tout enH^re. 

Et, r^ciproquement, si une droite est parall^le h un plan, tout 
plan perpendiculaire k cette droite est aussi perpendiculaire au 
premier plan. 

YIL Si un plan est parallMe h deux droites qui se coupent, il est 
parall^le au plan de ces droites. 

vm. Si trois droites, non situ^es dans un mdme plan, sont ^gales 
et paranoics, les triangles formes de part et d'autre en joignant 
leurs extremity, sont ^gaux, et leurs plans sont parall^les. 

IX. Si, par les diiT6rents points d'un plan, on m^ne, du m6me 
c6t6 de ce plan, des droites 6gales et parall^les, les extr6mit6s de 
ces droites seront dans un plan parall^le au premier. 

X. Si une droite est parall^le k un plan, toute droite parall^le k 
celle-lli est aussi parallMe au m^me plan, ou bien elle y est situ^e 
tout enti^re. 

XI. Quand deux droites A et B sont paranoics, deux droites 

A' et B', respectivement parall^les k A et it B, sont parall^les 
entre elles. 

XII. Quand deux plans P et Q sont parall^^les, deux plans P' et Q', 
respectivement parall^les ^ P et & Q, sont parall^les entre eux. 
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XIIL Si deux plans P et Q sont respectiVdment parallMes k deax 
plans P' et Q' qui se coupent, rintorsection ctos 4w% premiers est 
parall^le ^ celle das deux deraiers. 

XIV. Lorsgue deux plans sont parall^les^ uue drolte pftrallM« h 
run d'eux est aussi parall^e h Tautre^ ou bien eUe j est oomprlse 
tout enti^re. 

XV* Quand deux droites ee ooupent» les plans resp«etlvemeat 
perpendicttlaires k ces droites se coupent aussi. 

XYL Quand une droite et un plan se rencontrent, une droite 
perpendicttlaire au plan et un plan perpendiouUir^ 4 la droite se 
rencontrent aussi. 

XVIL Les plans perpendiculaires aux milieux des oOt^s d*un 
triangle se coupent suivant la m^me droite^ 

XYIIX. £tant donn^ quatre points non situ^s dans le mdme plan, 
si on m^ne des plans perpendiculaires aux milieux des droites qui 
joignent oes points deux a deux, tons ees plans iront passer par un 
mSme point. 

XIX. Deux droites parall^les qui renooiria'e&t un plan soul ^a- 
lement inclin^es sur ce plan. 

XX. Deux plans parall^es qui rencontrent une droite foBt, avec 
cette droite, des angles 6gaux« 

XXI. Deux angles di^dres sont 6gaux lorsque leurs £aees seat 
parall61es et dirig6es du mSme odt6« 

XXII. JLes trois plans qui divisent en deux parties 4f^s les 
angles di^dres d'un angle solide triple, se coupent suivaat la 
mSme droite. 

XXIIL Si deux droites, non situ6es dans le m^me plaoi sont 
divis^s en deux parties, de telle sorte que les deux segments de 
Tune soient proportionnels aux deux segments de rautre, on 
pourra toujours eonduire trois plans parall^les entre eux : l*un, 
passant par les deux extrtoit^s sup^ieures des droites; le second, 
par les extr^mit^s inf^rieures} et le troisi^me, par les deux points 
de division. 

XXIV. ttSLUt denudes trois droites non parall&les It un plan^ et 
tenement situ^es que deux d^entre elles, prises comme on you- 
dra, ne soient pas dans le m^me plan, on pent toujours oon-> 
strutre un parall^liSpip^de qui ait trois aretes dirig^s suirant ces 
droitesi 
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Ndtions fbndamentales. 

poser les m^thodes au moyen desquelles on r&mto^ \h 
ThoMLon ded questions qui 6mbrad^nt 169 Uo\s dimen- 
sions de r^tendue, ft dei^ eonstmctionfl qu'on tmisse eiTeo^ 
tufir sor un plan. 

Cn SdUl exempli ShMra pour monbtr tmtA YimpmtaM 
d4 cette p&irtie d«s math^matiques. Supposons qu'on d^ 
mimde le centre de 1& sphdre clrconftdriM h une pyramido 
triangttlaire. On reconnalt facilement qn^ le« planti pef*- 

pendiculaires aux milieux des aretes se COUpent an ddtiMl 
de ^'oette sph6t*e } mais eommeht Maliisef eette construo 
tiont comment obtenir ces plans? et comment trouver leur 
interdectioi)? 

Id on sent la n^cesditd d'6tablir des proeM^s au moyen 
deft(iaels on pnisse reprdsenter exactement sur un plan 
umteA lefl dOttndes d'un probl6me« et faire ensuite avee ces 
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donntes, des constructions qui, sans sortir de ce plan, 
conduisent i des r6sultats sur lesquels il n'y ait plus k 
effectuer que des operations simples et faciles, pour en 
d^duire les y6ri tables determinations eidg^es par r6nonc6 
du problfeme. 

2. Toutes les mSthodes qui remplissent ces conditions 
sont du ressort de la g6om6trie descriptive; mais celle 
des projections est la plus simple de toutes et en mfeme 
temps la plus ftconde : c'est elle qui sert de base i toutes 
les autres, et c'est elle que je me propose de d6velopper 
dans ce trait^. Sommairement , on peut dire qu'elle con- 
siste k prendre deux plans fixes qui se coupent, k y rap- 
porter tons les points de Tespace par des perpendiculaires 
abaiss6es de ces points sur les deux plans et k faire 
toumer ensuite Tun de ces plans autour de son intersection 
avec I'autre, pour le rabattre sur celui-ci. Entrons dans 
les details. 

3. On appelle projection d'un point sur un plan le 
pied de la perpendiculaire abaissie de ce point sur le plan. 
Ainsi, concevez que par le point P. (pi. II, fig. 1), on m6ne 
Pp perpendiculsdre au plan MN : le pied p de cette per- 
pendiculaire est la projection du point P sur leplan MN. Le 
plan MN se nomme alors plan de projection. II est clair que 
le point p est en m^me temps la projection de tons les 
points de la droite Pp. 

&• La PROJECTION d'une ligne sur un plan est la ligne 
formie par les projections de tous les points de cette ligne. 
Par exemple, de tous les points de la courbe AB (fig. 1) , 
abaissez des perpendiculaires sur le plan MN : la ligne ab^ 
form6e par les pieds de ces perpendiculaires, est la pro- 
jection de la courbe AB. Ces perpendiculaires ^tant pa- 



LA LIGNB DROITB £T LE PLAN. 29 

Tailzies entre elles, leur ensemble forme une surface qui 
appartient k la classe de celles qu'on appelle cylindres ; et, 
pour cette raison, on la d^signe souvent sous la denomi- 
nation de cylindre projetant. On pent consid^rer ab comme 
rintersection de ce cylindre par le plan MN , et il est evi- 
dent que toutes les courbes trac6es sur ce cylindre out 
aussi ab pour projection. 

5. Quand la courbe AB est plane, et que son plan est 
perpendiculaire au plan de projection (fig. 2) , le cylindre 
projetant n'est autre chose que le plan m6me de la courbe : 
car les perpendiculaires qui determinent les projections des 
points de cette courbe, sont toutes renferm^es dans ce plan 
{Introd. 36) . Alors la projection de la courbe se r6duit k 
une droite ab. Lorsque la courbe est dans un plan paralieie 
au plan de projection, il est clair qu'elle a pour projection 
une courbe qui lui est parfaitement ^gale. 

6, Lorsque la ligne k projeter est une droite AB (fig. 3) , 
les perpendiculaires abaiss^es de ses differents points sur 
le plan de projection, MN, sont encore dans un m6me 
plan, et par consequent sa projection est une droite. Or, 
deux points determinent une droite ; done, pour projeta* 
la droite AB sur le plan MN, il suffit de faire les projections 
a et 6 de deux de ses points, et de mener une droite par ces 
deux projections. 

Remarquez aussi que, pour avoir U plan projetant de la 
droite AB, il sufiit de mener, par un de ses points, une 
perpendiculaire ka au plan MN, et de faire passer un plan 
par les deux droites AB et ka. 

Si la droite AB etait perpendiculaire au plan MN, sa pro- 
jection se reduirait k un seul point, et ce serait celui oi!i elle 
rencontre le plan MN. 
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7. Vn point «st (mnpUtemeffU Utemint qwind on coimatt 
ses projeUUm $ur det^x piam qui $e empent En efit^» ce 
poi»t doH se trouver sur les perpendioulaires men6es i cea 
p]am par le^ deux projectiona donates; el ces perpen* 
diculaireQ w peuvoQt se couper e» plus d'un point. Mais il 
y fturmt erreur de croire que deux points, pris k volant6 
dans deux plans qui se coupent» sont toujoora les pvo^ 
jectiana d'un m6me point de Tespace* Pour que oala soit, il 
tmt que ces points rempliasent une condition qn'cm ?a 
6tal>lir, 

8, Pqw qm d0UO9 poinUt $ihiti9 re^peetji^anmt dems ibiuD 
plQns qui $^ coupmt% mept les proj^cMotu i'wa mimepoimt 
4e r^ipace, il fautj et eett^ ^ondititm est suffisc^nie, 9^ U$ 
p$rpmdiculair$$ mmie$ par ce^ points 9wr fintwt^etiati das 
im$^ pUms (om^ent au m^fm pwnt de eette i»JUtruetiom, 

Soient (fig. 4) deux plans ocyz^ o^, dont rintcffsectioD 
est x^, D'un point A, pris h volont^ danaTespaoa, abaissez 
sur ces plans les perpendiculairea Ao^ Aa'; puis, menea 
par oes Ugnes le plan Aapa' qui coi^ la Ugne o^y an ppinl 
m ft les deux plans soivwt les drdtea op, flip. D'apr^s 4aQ 
thdor^es connua (/ntrod. &5, 27), la ligna^sem perpen* 
diculairok au plan Aopa', et par suite aux droites op, lip^ 
qui passent par son pied dans ceplan % doncles perpeo* 
diculaires abalss^es sur xy^ par les projections a et ei^ 
doivent tomber au mtoie poinu 

II faut encore prouver que cette condition sofOt^ e^tsl* 
irdire que deux pcnnta a et a' qui y aatisfont soot toiigoura 
les projections d'un m^me point de Tespace. Bn eifet, fai 
ligne 911 ^tant perpendiculdlre aux droites ttp^ ^p^ doit 
V^tre aussi au plan apa\ et par suite lea plans «yjK, «yti 
sent perpendiculaires k ce dernier, ou r^c^iroquemenl le 
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plap tffia' eM perpendiculaire aux plans xpys, «yii. Done, 
si eii a Qt q! ou dl^ve dea perpendiculaires k ces plans, elles 
seront dans 1^ plan apd {Introd. 36) ^ et d6s lors il est ivl- 
Ami q^'elki doivent sq couper en un point A» dont lea 
projeQ1io^s 8o»t a et a' * 

9. Vne droite est diterminie quand on cannait hs jpro* 
j$^iQm mr dmm plan$ qui $0 eoupenU En effet, par chaque 
projeetUoi, concevex im pla^ perpendiculaire au plan de 
eetta projeetioEi) vooa aorez ainsi deux plans qui doivent 
coeteair la droite (6) , et leur intersection fera connaitre 
oettfi droite. 

Par exemple, si ab et a'&'' (fig. 5) sent lea projections 
d'mie droite, on imaginera suivant ab un plan perpendicu- 
laire au plan xyz^ et suirant a'bl un plan perpendiculaire 
k dryu, L'intersection AB dea plans ainsi d^rminto est la 
droite qui a pour projections ab^ alb'. 

Quand les droites a&, db' sent perpendicnlidres A 
9^ (fig« 6), et coupent eette ligne en das points di06- 
renta m ft n, elles ne peuvent pas fitre les projections d'lme 
mftme droite. Pour le prouver, il suffit da montrer qua le 
plan amp^ conduit par la ligne am perpendiculairement 
an plan agz^ est parall61e an {dan dnq^ ipen6 suivant dn 
perpendiculairement & o^yu. En effet, de os que les plana 
€mf et iryjR sent perpendiculaires entra eux, et de ce que 
•lAMt perpendiculaire ^ am, il s'ensuit que la ligne co^ eat 
perpendiculaire au plan amp (Int. 35). Par una raison ana- 
logue, oey est perpendiculaire au plan cinq ; dcmc les deux 
plans amp^ alnq sent perpendiculaires h la droite mf , et, 
par con$6que»t, il$ 90Pt p^raU^es wtre eux {IfA, 28)^ 

Mai^ ai les deux projections a6, a'b\ perpendicniaires ib 
x^^ rwQontrent cette ligne au m^me point ai (fig. 7),. 
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alors le plan ama! de ces droites est perpendiculsdre aux 
deux plans xyz^ xyuy k lafois; de sorte que toutes les 
droites situtes dans ce plan ont pour projections ab et a'6'. 
Dans ce cas, pour achever de determiner la droite, il faut 
donner sa projection a"b" sur un nouveau plan $xt qui ne 
passe point par la ligne ocy. 

10. En general, 1^5 projections d'une courbe quekonqu^ 
mr deux plans qui se coupent^ ddterminent cette courbe. En 
effet, abc et a'b'c^ (fig. 8) 6tant les projections de la courbe 
ABC sur les plans xyz et xyu^ concevez des perpendicu- 
laires k chacun de ces plans, par les difF(6rents points de 
ces deux projections : elles formeront deux surfaces cylin- 
driques acGA, o'c'GA, qui* doivent coritenir la courbe ABC, 
et qui par consequent d6terminent cette courbe par leur 
intersection. Si ces deux surfaces ne se coupent pas, c'est 
que les projections donn^es n'appartiennent pas k une 
mfime ligne. 

Quand la courbe ABC est plane , et que son plan est 
perpendiculaire k xy^ les deux cylindres ne sont autre 
chose que ce plan lui-m6me, et alors la courbe ABC n'est 
plus determinee. Cette indetermination est analogue k celle 
qui a ete remarqu6e pour la ligne droite k la fin du numero 
precedent, et on y remddie de la m6me mani^re. 

11. Un plan est ditermini quand on connaU ses traces 
sur deux plans fioces qui se coupent^ c'est-^-dire les droites 
suivant lesquslles il rencontre ces deux plans. 

Cette proposition est dijk connue : elle revient k dire que 
deux droites qui se coupent determinent un plan. 

Pour fixer la position d'un plan, on pourrait aussi em- 
ployer les projections de trois de ses points sur les deux 
plans fixes ; mais ses traces sont d'un usage plus com- 
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mode. En g6n6ral, un plan rencontre la ligne d' intersec- 
tion des deux plans fixes ; et il est clair que le point de ren- 
contre a (fig. 9) doit appartenir aux deux traces aa, a'a. 

Si le plan est parall^le k xy (fig. 10), ses traces seront 
aussi parallfeles k xy {Introd. 26). S'il est perpendicu- 
laire k xy, elles seront perpendiculaires k xy. 

S'il est parall^le k Tun des deux plans , sa trace sur 
Tautre plan sera parall^le k xy, et alors cette trace sufiit 
pour le determiner. Enfin , si le plan dont il s'agit passe 
par la ligne xy, ses deux traces se confondent avec cette 
ligne, laquelle ne sujQBit pas pour le determiner : alors il faut 
donner sa trace bx sur un nouveau plan sxt (fig. 11). 

12. Nous renvoyons ce qui conceme les surfaces 
courbes k la IP partie de ce trait6. Ce qui pr6c6de suffit 
d6jk pour montrer comment les donn6es des problfemes, 
dans lesquels on consid^re les trois dimensions de T^ten- 
due, peuvent se representor par des points et des lignes 
situ^s dans deux plans fixes qui se coupent, et qui ont 
entre eux une inclinaison convenue. 

Afin de r^unir toutes les constructions sur un seul des- 
sin, on fait tourner Tun des deux plans, xyu (fig. 12), 
par exemple, autour de son intersection xy avec Tautre 
plan xyz, pour Tappliquer Sur ce dernier, en xyu'. De 
cette maniere, les lignes trac^es dans le plan aryz n'ont 
pas change ; mais, pour concevoir nettement la position 
decelles qui sont dans I'autre plan, il faut, par la pensee, 
remettre ce plan dans sa vraie situation. Quant aux 
points situes hors de ces plans, ils ne doivent point 
paraltre dans les figures. 

13 . Aprfes le rabattement, les projections d'un mfime point 

ont entre elles une liaison qu'il est important de remarquer 

3 
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mmi (fig. IS) d et d' fe6s |ir6jeetiOfls AifkiH Id taMttfe- 
ittent i 6h S4it (») ^u^^kls pfe]f|)efidifetilaife» ab^Jssfes de ttis 
prejcfetioitis ^T la Hgtle ii^ Vdilt tomber hu fn6tii& polirt |^. 
Of, |)feEfddiSt (Jil6 W f)tan dbyu totirtie slttour d6 a?j/, k df-dite 
pa' ne ce^ ^Sis d'etre perpfefidiciikird i itfj/ ; dotlft qiiatid 
le plan xyu s^appliqiierh kh itpd dui" Id plati dcifz^ la Iigfi6 
fd *fft le prolorigeineM j)a" de pd. 

pf^^dmi dun point iUr deUx plani sdni $UuiM iUr liM 
p^peHdiiiuldif^ & frntemaian de 6H ptcm^ 

14 imfiTi^ m iik ffai Muitltie llj^dtfi^e iHif Fffi^e 
des d^tit fkxi§ d« {H'G^tidi!. Ma}# afifi d@ rdndf^ le& 
emilttfcttMs pli» i»i]dbrpl6S| off pfmdt^ tf^ns \k ^uitd ces 
jl^lafis |]fer|ldiidieidaiFe9 ^re^ eui. L'tfi^gd ^ftkbli dst d& 
tmAeesttt rtm d'efol doitfthef tMHUCfttdt, ^diqil'll |)tti6i^ 
W«*r t<*le pbi6tti«* (Ju'<5tf ¥otfdl-st, et r^rtttre iommu vertiedL 
Ldtf ifKifef sdctlMr ^t fitaitnde Uffne d^ Utri. 

Stritatff qtf tttl# drcflte m, p^t^aliefe ao pfan ftwi/otttat, 
ou qu'elle lui est perpetfdieuMi^, im fit ^'dll^ 6st lioH- 
idntdU (fa terfkate. (Test ddnsl fe nffttttd seiii^ cfti'oli (fit ff un 
filto ftf a «i* ftflffeoAedi, m (Jti^il «st 'difiiddt. H faut aredlr 
grtftd slOter d^ ne pai^ ^ irmnper dans fenij^loi dc cds d^(^ 
ibinsttidnsf.- Ak!^, |]^dtf ce qu'une df oite est p^falt^le on ptto 
terticri, a 6e «rel3f*tdt pa^ qu'efle sloit terfic^te, ft mdiixs 
(jtl^eEt* tie sdit en mfime tetftps t)etperidkiulairt slti pfem 

Ch^qtie preijeetkytt, ch^cjtie tfade de plan ptend ie tidtb. 
dti plaft qi& k ffeffef me. Pttf etempJe, raie projectionf sMtife 
dans le plan vertical est une projtfctim tttiicdle. 

1&. De c* que lea pMs de projection stont petpeiidicu- 
Wtt^m eMre eni, il I'^sulte phisietirs^ consequences. 



LA LIG«E DROIT* ET LB PLAN. 85 

1^ Si Uh ^biHi bh Une Kghe est dah$ ViiH des deux fftdns, 
id pfojeeiion iwf i'dutre plait $erd itif Id UgniM di Ikrrk. Eft 
fittst, lesr perjfyendiciilaires qui d^termiiifeut cetife prqjeciioh 
sttfrt totitesf coinprises dans le prettdei' plan {THtrffA: 86) . 

2^ si Mb' Ughe est dans uH pldri pUtdlUle 6 Vnii des deux 
piai/tS, ia pfdjididn iU't t autre plan sera ufie dtbitis pdtfdJr- 
UU 6 Id Hgiii d6 ierre. Par fix^ple, si isi^ ligl^ e9& dans 
ttn jJlan horizontal, Ifes peipen^iilair^ ^ ddteriftifaeftt sa 
^qf*ictioii vertifetfesont fenfferiri6fes dafti^ eg plan horizo'ntsil, 
done la projeetion vertieale est Fiftiersecttott de fce plari siV6c 
le fifsbi ^erfifcai de pr6jel6ti^^ f c'^ vm dr^iie |w^tl61e 
khi iigfiS d«rferfg {IMrbd. 90). 

3* Si m pUhi eH plifpeftdictildir^ * Vm des pkfii m pro- 
iietmf §a trSSS sUf rmr^ ^lun sefd p^peHdicUlairb & la 
U§he da tifre. Par example, un pkrf fefiitA « poUf 1*a«?e 
f&?m3^ tine petpknmbl^el k la ligne d^ t6tr« {Mr()d: il). 

f Lei pSfpendAtMdifet menie^ 6 la Ugne de terre^ pdr 
Us projections d'un pointy sont igales aux distances de ee 
pmnf itUdB 8(Ht£ plana de pf^'eetion^ E& effete soit A (fig. 13) 
ifeffir{)f6iirl doni lesf pi^djeietloiis mat aetal : de ee qoe les plkds 
is pt()r}eetfOft i9ont i atngle d^oit^ il est facile de eonclure 
^e 1(^ iMei'sectioni^ An plw aM avee ces plans d^t^F- 
ifidAeist i9e6 r€$itafi|le Aap^^ €ft (|iie pair raite on a A«^:=== tip 

St lkl'==^(tp: 

Quand le plan yertieal est rabatto snr le pkoi h^rizontd, 
6ff ssrr«l d^ {ii) qpb )A droitee(pa^\ oaten^bpar les^pro- 
jG66tms a et a" d'to m6me point A,- est perpendiculatre k 
laK^nedeterre iry; Maid ici on vOit de phts que la- partie 
eifpdtomi% SQT-leccteiiBp r6t6yat»OR de ee point au-desstis 
A^ poiirtr borizdDte^^ et que op est* sa distance au pkn 
veriacak 
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16, II n'a 6t6 question jusqu i present que d'une 
seule espfece de projections : de celles qui se font en 
abaissant des perpendiculaires sur un plan (3), et que 
pour cette raison on nomme orthogonales. EUes sont, 
h, la v6rit6, celles dont Tusage est le plus commode et le 
plus 6tendu ; mais il en existe encore d'autres. Ainsi, en 
prenant des droites parallfeles entre elles, et obliques k 
regard d'un plan, on aurait des projections obliques ; et 
en faisant partir toutes les droites d'un point unique, on 
aurait des projections perspectives. 

En g6n6ral, on pent imaginer telle loi qu'on voudra 
pour d6terminer, sur une surface donn6e, des points qui 
correspondent aux diff6rents points de Tespace 5 et les 
points ainsi d6termin6s pourront encore 6tre d6sign6s par 
le nom de projections. Mais il faut avoir soin de bien spe- 
cifier la projection dont on veut faire usage : autrement, 
il est toujours entendu qu'on emploie la projection ortho- 
gonale. 

i 7. Maintenant, je vais exposer les solutions des pro- 
blfemes principaux qu'on pent proposer sur la ligne droite 
et le plan. Le dessin qui contient toutes les constructions 
d'un problfeme se nomme une ^pure. Les donn6es et les 
r6sultats y seront toujours figures par des lignes pleines ; 
et les lignes de construction , piar des lignes ponctuies qu'on 
fera varier selon le besoin. 

Pour rendre les explications faciles k suivre, j'aurai soin 
aussi de mettre une certaine uniformit6 dans la notation. 
Les grandes lettres A, B, G,,.. d6signeront des points de 
Tespace, et paraltront rarement dans les 6pures. Les petites 
lettres a, 6, c,... Sorites sans accents, seront affect^es auplan 
horizontal ; et en les accentuant, comme sont a', b\ c',.... 
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elles seront r6serv6es au plan vertical. La ligne de terre 
sera toujours d6sign6e par xy; et le plus souvent les lettres 
grecques a, p, y,... indiqueront des points situ6s sur cette 
ligne. 

I'emploie aussi diffiferentes abr6viations consacr6es par 
I'usage. Le point [a^a'] est celui qui a pour projections a 
et a'; la ligne [aft, a'6'], celle qui a pour projections ab et 
a'b' ; et le plan acf.a' celui dont les traces sont aa et a'a. 
Enfin, quand on parlera d'un point, d'une ligne, ou d'un 
plan, souvent il faudra entendre qu'il s'agit des projec- 
tions de ce point , de celles de la ligne, ou des traces du 
plan. 

Probl^mes. — Intersections des droites et des plans. 

18. Probl£:me L Les projections d'une droite itant con- 
nues^ trouver ses tracesy c'est-i-dire, les points ou la droite 
rencontre les plans de projection. 

La droite dans Tespace est I'intersection de ses deux 
plans projetants (9). Or, le point de rencontre des traces 
horizontales de ces deux plans, est 6videmment commun 
aux deux plans ; done il est un des points de la droite : 
et comme il est dans le plan horizontal, il est la trace 
horizontale de la droite. Un raisonnement semblable prouve 
que r intersection des traces verticales des deux plans pro- 
jetants est la trace verticale de la droite. 

Soient ab et a'b' (Prob. prem. part. fig. I-l) les projec- 
tions donn6es, qui rencontrent la ligne de terre xy en a 
et 6'. Le plan vertical 61ev6 suivant ab est un plan pro- 
jetant de la droite (6) : sa trace horizontale est a6, et sa 
trace verticale est une droite, telle que av, perpendicu- 
laire k xy (16, 3°). L' autre plan projetant a pour trace 
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verlicate alb', pt pou^ trace l^oriafOBlale ^'/^ perp^dicul^ipp 
k $By, lie point ^ oil se coupent les tracpa I)ompn|;^s, p{ li$ 
ppiBl «i gu ag eoupept les t^^cc^ y€irt;^pales, spot (Jo^g 4^ 
points de la droite situ6e dans Tespace ; et puisqu'ils app^? 
tiefinefit a^$ pjan^ (de projection, ^ m^\, 1^ tfa£^§ ffl^m^s 
4e cette droite. 

Ge qui pr^c^46 se r6suqie dans eettp rj^gle gto^rale. 
Pour connattre la trace horizontale d'une driHte, protoqgei 
sa projection ^erticale jusqu'i la ligne dfi terre, ef pajr ]q 
point de rencootre menez dans le plan horizontal une pePr 
pendiculaire k la lign§ de terre ; elle ira CQuper |a projectiQa 
horizontale de la droite au point chercM. Pareillemeet, 
pour avoir la trace verticale de la droite, prolpngez sa 
projection horizontale jusqu'i la ligne de terre, et, au 
point d'intersection , 6levez daas le plan verticial i}ne 
perpendiculaire k la Ugne de terre, cette perpendifin]»ire 
coupera la projection verticale 4^ la droite fiu point* dQ*^ 
mand6. 

Remarques, En changeant les projections ab et alV^ lea 
traces ft et v peuvent prendre diverses positions. 

Dans la fig. I-l, la trace horizontale ft est au-devant de 
la ligne 4^ terre, et la trace verticale v est au-dessous. 
Dans la fig. 1-2, 1^ tr^,ce horizontale ft est encore devant 
la ligne de terre ; mais la trape yerticale v est sur la partie 
inf6rieure du plan vertical. Dans 1^ fig. 1-3, c*est le con- 
traire : la trace Jiorizoj^taje ft est derrifere la ligne de terre, 

• 

et la trace verticale v au-dessus. Enfin, la fig. 1-4 repr6- 
sente le cas ou la trace ft est sur la partie post6rieure du 
plan horizontal, et la trace v sur la partie inftrieure du 
plan vertical. 
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49, fmsfifm Ih Im tropes ^i 4$^ piim t^ff §m^ 

;Soiwt w» (fig. ll-i) rmtersQction dea v^mm bwawt»l«i, 

im (l§i)^ pl^i^y et ][» droite qui Ipg jpipt dit^^ r«ip»ce «§t 

ividemment T intersection de ces plans. Le poiot ^ 4lM( 
sur le plan Uprizontal, il est lui-m6ipe sa projection hori- 
zontale, et, en ^aissant mm' perpendjculaire .^ ^y, sfa pro- 
jectiop verticale sera m'. Pareillement, le pgint n' est luj 
n>6mQ sa projection verticale^ et sa projeijtion horizgnj^e n 
se trouve en menant 1^ perpeijdiculaire n'fl ^ ^^ PP9C| §Q 
tirant les droites mn et mV, on aura les prpjectioni 4$ Tla'' 
tersection demand^e. 

Cos pariicuUen. i* Quand I'un des plans donnas a une 
trace perpendiculaire i la llgne de terre, la trace ho- 
rizontale par exemple, ce plan doit 6tre perpendiculaire 
au plan vertical, et par cons6(|uent sa trace verticale est la 
projection verticale de eon intersection avec T autre plan 
donn6. Du reste, la construction est la in6me. 

2? Supposons (^e, sur un plan de projection, les traces 
des deux plans donnas soient parall61es entre elles ; par 
ex^oaple, que ce soient les traces hortzontales (fig. 11-2). 
t'mtersection des deux plans sera parallfele it ces traces 
{Introd. 23); done la projection horizontale mn^ de cette 
iatsrseetion leuv $sl aussi parallftle {IntfoA. i6) , et sa ^ro- 
jeetion vertioale mW est paraMle & la Ugne de terre. 

8* Gonsid^fons le c^s oti les deun plans donnas rencon-- 
trent la ligne de terre au m6me point. Tels sont les plans 
q/fiol et fipft' (fig. II'-S). Alors 1^ cqi^structioQ gi^p^mle 4tiint 
en 44fwti, oB peut cpuper ce^ pl^s p*r up plij} q^^ln 

c9P(m9, 91 pW^^% ¥>mm plus \m\, \i% pr9j«ctie9s» <2§g 
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deux droites d'intersection. Les points ou ces projections 
se rencontrent sont les projections d'un point commun aux 
deux plans donnas ; et comme le point p ou ces plans cou- 
pent la ligne de terre leur est commun aussi, il s'ensuit 
que les projections de leur intersection sont compl^tement 
d6termin6es. 

Assez ordinairement on prend le plan auxiliaire perpen- 
diculaire k la ligne de terre : on le considfere alors comme 
un nouveau plan de projection sur lequel on cherche les 
traces des plans donn6s, et de cette manifere on ramfene la 
construction i celle du cas g6n6raL Gette solution est d6ve- 
lopp6e dans la figure. 

Les traces du plan auxiliaire y sont repr6sent6es par les 
droites pa, ^a', perpendiculaires k xy ; elles rencontrent les 
traces du plan apa' en a et a' ; et, si on conf oit pour un 
moment le plan vertical de projection r6tabli perpendicu- 
laire au plan horizontal, la droite qui joindrait a et a' serait 
la trace du plan apa' sur le plan auxiliaire. Faisons toumer 
ce dernier plan autour de pa pour Tappliquer sur le plan 
horizontal, le point a ne changera pas, la ligne pa' se pla^- 
cera sur Py, et le point a' se portera k la distance pa" = pa'; 
par consequent, la droite qui unit dans Tespace a et a' sera 
rabattufe en aa*'. 

On trouve de la m^me mani^re, sur le plan auxiliaire, la V 
trace bb" de Tautre plan donn^. Le point d ou elle coupe aa" 
est commun aux deux plans ; et il n'y a plus qu ^ en deter- 
miner les projections sur les plans primitifs. 

Or, si on abaisse dm perpendiculaire sur pa, sa projection 
horizontale sera m ; et si ensuite on mfene dd' perpendicu- 
laire sur Py, et qu'on ram^ne pd' en ^m' sur pa', sa projec- 
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tion verticale sera m'. Done les projections de Fintersection 
cherch6e seront les droites pm et pm'. 

4** Enfin, soit le cas oix les plans donn6s sont parallfeles k 
la ligne de terre (fig. II-4) . Alors leurs traces sont parallfeles 
k cette ligne {Introd. 26) ; leur intersection Test aussi, et la 
construction g6n6rale est encore en d6faut. Mais on rem6die 
k cet inconv6nient au moyen d'un plan auxiliaire, tout k fait 
comme dans le cas pr6c6dent. Dans la figure, ce plan a 6t6 
pris oblique k la ligne de terre : on aurait pu aussi le prendre 
perpendiculaire k cette ligne. 

• 

20. PaoBLfeME III. Trouver Vintersection d'une droite et 
Sun plan. 

Le moyen de solution consiste k mener par la droite un 
plan quelconque, k chercher la droite suivant laquelle il 
coupe le plan donn6, et k determiner le point de rencontre 
des deux droites. 

La construction est fort simple, quand le plan auxiliaire 
est perpendiculaire k Tun des plans de projection. Soient 
(fig. III-l) aa, aa' les traces du plan donn6, et 6c, Vd les 
projections de la droite. Prenons pour plan auxiliaire le plan 
vertical qui contient la droite : sa trace horizontale sera &c, 
et sa trace verticale sera mw! perpendiculaire k xy. Soient 
d et m' les points ou ces traces rencontrent celles du plan 
donn6 : abaissez dd' perpendiculaire kocy^ et en tirant m'd' 
vous aurez la projection verticale de Fintersection des deux 
plans. La projection verticale du point cherch^ doit done 
fetre sur m'd'. Or, elle doit 6tre aussi sur la projection ver- 
ticale b'c' de la droite donn^e ; done elle est k la rencontre 
o' de ces deux droites. On eonclut ensuite la projeetion hori- 
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culaire o'o. 

On peut Qbtenir dirgcteipent }e pQipt p, qoiqj»^ q» a 
tr9Bv6 o', pn prenaijt le plan ^aixJliaH-e p^rpgR4iQul9.ir? a^, 
p|a,n vertical, I.ps traces d§ ce plan ^uxiUaire ^pnt n'll §t »'fr', 
et elles coupent en n §t eij c' celles dq plan dgm^, Oo abais^g 
4on(; ^e perpeijdiculaire k xy, puis on ^i^n? ,e» qui ijpit 
r§pcpntrer bm au point chertji6 p, 

Jja fig. m-2 repr6sente les constniction^ m'il fa^t §^^- 
cuter quand le plan auxiliaire, qu'91^ P$^§ Pf^ lii>' <}rQ^^ 
donnte, a une position quelconque. Pour qu'il contienne 
cette dfoite, \\ faut (jue ses traces p^s^pt par cellos 4g la 
droite. En consequence, je determine d'abord (18) l^s traces 
n et m' ^e I9, droite donn6e [6c, 6'c'] ; puis , par ces traces 
gt par un point p pris 2l yolont6 sur o^y, je m&ne ^es lignes 
Pp et Pp'. On est assur6 que la droite donnie ^st j!ans le 
plan pPp', puisqu'elle y a deux points. 

Cela fait, on determine (19) la droite d'intersection des deux 
plans : e'est-i-dlre que par les points d et ^, eu se eoupent 
les traces de oes plans, en mtoe des perpendieuldres id! et 
ife sur my ; qu'ensuite oa tii^ les droites de et dV ; et que 
Qes dpoltes sobI lee projeptions de l-inteFseetion des 4eu]( 
plane. Or, lea prejectione du point eherehi deivent Atre sur 
ees projecticme, et ausfi §up eelles de la dpoite doante 
{60, fr'e^ ; done les projeotions de ce point sont det^^ntes. 
La projeetioB horiisontale est en 0, et }a projection verticale 
en ^; par eens^quent la droite oo^, qui jeipt qee ppojeetions, 
dk>it Mre perp^diculaire h 0^. 

€a$ f€^ku\kf. Nous ne pemarquerons qu'^un seul cae 
partiouliep e eelui oA la droite donn^e est pwpendiculaire k 
Pan dee pl^noi de prejeetion } par exeiBple» au plan heri- 



xenial (fig* 111-3). 8a pnqection mr m pUa sera im point 
omque d, )aquel sufiit ppur di§termmer la dreite ; Qt quant 
i aa {Hrojeotion verticale oV, elle est perpendiculaire h ^sy. 
Id le plan auxiUair3 cid' doit 6tre vertiaal, et par copsd^? 
quQnt aa tn^ae verticale 4d' est aus^i perpendioulaire k 
4V ; v^ M traee bopii^ontale p'est assujettie qu ^ la aeule 
wnditim da paeeaF an point o. La projection yerti^la dn 
pi)int eli^Foh6 est spari^udia fin a', et la projeption hcH^rr 
afnntAte en o. 

On pent modifier la construction en prenftnt If^ t?9ce hsfh 
zontale du plan auxiliaire telle qu'est oe, parallfele i la trace 
horizontals oa ; ou bien telle qu' est of^ parallile k la ligne 
de terre. Dans le premier cas F intersection des deux plans 
sera aussi paralliie k aa. {Introd. fiS) , et sa projection ¥er- 
ticale efof sera parall61e k xy. Dans le second cas, iHnterBee* 
tion des plans sera parall^le k aa', et par suite la projeotion 
verticale / V le s^ra aussi^ 

Dsms le cas particiiliep qu'op vient d^examiner, on pent 
eensid^per le p<^t a cemme la projectioi) borizontale d'un 
point 8itu6 d^s le plan donn6 aaa', et il est dair que ef 
deraiep point doit Atre Finterseetipn du plan aaa' avec If 
verticale 61evte en o. 6n volt ainsi gue la eonstpuctiop prdcr 
e6dente seryira k rfeoudre oette question : tiofU doting V%m$ 
des projections d'tin point situi dans un plan, trouviip fauife 
projection. 

21, p«oBij;vs IV. Oiierminep y j^mi i'i^efmtion if 

trois plans donate* 

Les plans, pris dieiix ^ 4^ux, 46tenn|p^^ 4es drpit^ qui 
passant nu point d^m^jid^. Ei) cons6quenq§ on c;faef9h§| 
W 1^ proM- II* I^ prpj^c|ipi^ 4a s^a droi^^ ; g| gi^d ^i^ 



constructions sont exactes, les trois projections horizontales 
se coupent en un m6me point, qui est la projection ho- 
rizontale du point demand6 ; les trois projections verticales 
se coupent aussi en un m6me point, qui est la projection 
verticale du point demand^ ; et enfin la droite qui passe par 
ces deux projections est perpendiculaire i la ligne de terre. 
Dans la fig. IV, les projections horizontales des intersections 
des trois plans , pris deux k deux, sont ad, bf, ce ; les 
projections verticales sont a'd', 6'f , c'e' ; le point cherch6 
a pour projections o et o\ 

Droites et plans determines par diverses conditions. 

22. Probl^me V.Connamant les projections de deux points^ 
trouver les projections et la vraie grandeur de la droite qui 
joint ces deux points, 

Soieiit (fig. V) a et a\ b et b\ les projections de deux 
points A et B. II est clair qu en menant les droites ab et 
a'b\ on a les projections de la droite AB qui joint ces deux 
points dans Tespace. Pour en avoir la vraie grandeur, rap- 
pelonsd'abord queleslignes aa' et 66' sont perpendiculaires 
k la ligne de terre, et que les parties ra' et sb' sont 6gales 
aux distances des points A et B au plan horizontal (15, A**). 
Cela pos6, concevons en a et 6 deux verticales, Tune 
^ale k ra' et Tautre k sb' : les sommets de ces verticales 
ne sont autre chose que les points A et B, et la droite qui 
les unit est la distance cherch6e, qu'il s'agit de construire 
en vraie grandeur avec les donn6es de la figure. 

Les deux verticales 6tant perpendiculaires k ab et si- 
tu6es dans un m6me plan, il s'ensuit que si Ton imagine 
par le point B une parallfele k a6, termin^e k I'autre verti> 
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cale, on formera un triangle rectangle qui aura pour base 
cette parall^le 6gale k ab^ pour hauteur la diffi^nce des 
deux verticales, et pour hypotenuse la distance cherch6e 
AB. Or, ce triangle est facile k construire : car il suffit de 
mener, parallfelement i a;j/, la droite 6'm qui rencontre r^a 
en m, de prendre mn=^ a6, et de tirer a'n. 11 est 6vident 
que a'n est la distance cherch6e. 

On pent arrivei* k la mfeme construction de cette autre 
mani^re. Quand une droite est parall^le k Tun des plans 
de projection, elle se projette sur ce plan en vraie gran- 
deur : concevons done que, sur a6, un plan vertical soit 
61ev6, lequel contiendra n6cessairement la droite AB ; puis 
faisons-le toumer autour de la verticale 61ev6e en a, et 
amenons-le k 6tre parallfele au plan vertical de projection. 
Pendant cette rotation, la ligne ab toume autour du point 
a, sans quitter le plan horizontal, et vient prendre la posi- 
tion de ac^ ligne ^gale k ab et parall^le k xy. Alors le point 
B se trouve projet6 horizontalement en c ; et comme il n'a 
point chang6 de hauteur, sa projection verticale doit 6tre k 
la m6me distance de la ligne de terre : par consequent eUe 
sera en n, k Tintersection des droites en et ft'n. Tune per- 
pendiculaire k xy^ et Tautre parall^le k xy, Ainsi, a'n sera la 
projection verticale de la droite AB, apr^s qu'elle est devenue 
paralieie au plan vertical ; done a'n est la vraie grandeur 
de cette droite. Cette construction revient k prendre 
fnn=ac=ab^ comme dans la pr6c6dente. 

On pent encore consid^rer que la droite AB, correspon- 
dant aux projections ab et a'6', appartient k un trapfeze 
dont les c6t6s parallfeles sont perpendiculaires k aft, et 
egaux respectivement k ra' et sb' ; et que, si ce trapfeze 
toume autour de ab pour s'appliquer sur le plan horizontal, 



1ft ir(M% AB 6lleaffl6toe S'y pU^^th et tfaft^ gMtidettr. Eh 
€idto^<lu0flfe^ i pef^petidiculairfeififetit ft €^4 on pt-^tidta 
Uf^fa'f b^=a/\ et eeftte traie grattdetir sera f^. 

Eiffiif, ()if f^iiia^^^tii ^e ttitites kli$ 66t»tf uct)toiB| qu'om 
feffe^tee stir le plari vertical peiivent Tfitrcf 6gflil«iiefit #*f Ife 
l^knhf hori^^cmtal^ et rMproqiiefmeltft.' 

SS; Pbob!lImb YIa Cormaissaht le$ pfojecti^fts Sum dfoite 
9$ ffun pointi innitiir eOUs i'lUm pafalUh mihei A Mte 
droJItf pe^ cepoim*^ 

Bdksdi «( en a'V (fig. YI) les projedticms de 1» droH^, 
# et e' eettesr Au poiift; msmt cd fteiraOfrter & a&r^ el iOl 
pandl^le h dV } toh9 aores ain^ }e9 Inrojeetieiid de kr |«ral- 
IMe detond^et 

Pour MgitiHier oetter constrBC^iei),. il fatzt d^moittrer qoe 
cienx dreif 69 6laiit pardil6Ies^ lean pr^diofid rar fin plsm 
qii^enqad le sont atiss); Et^ en effety d^iipi^ iine prbpos^ 
tieri coimiie [Introi. 98) ^ les plans prejetaoits de ces pval- 
Idletf sont p3r8ll^e& et^e eHx. D^ lor? leiirsf raterseetioiis 
litea le plsn de projeetien, on^- en d'alutrei^teFtncJs ^ le§ prd- 
jeietioHs fle^ dees dreifei^ psir^ldtee sesl aiisft paralteles 
dofire' eUes* 

^ki Pr6^h^m» VIL Le9 trdces A'im plan Hemt Minted, 
ainri que Vun^ des praf^eti&ns ilune droite situ^e dans ce 
plan^ trouver Tauire prdf^eHom 

Sitppesonsi qptom doniie kt projection h^zontale de la 
droite, etcoficevoM qu'un plan vertical soit 61ev6 par cette 
projection : soti intersection avec le plsoi donn6 sera kt 
droite docft il faut trouver la projeeti^» vertioaley ee qm 
fevi^t an probltoie 11 (19). 
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fknt »kii (fig', til) k iikn dctanS, et bS \k {)fdJe(itioli 
dcnOH^e. Le pl&a terticsli ^leir6 sttlvant fr^ at pdtir tratfife 
terticade litie ][)efperiaifculaife tc' ^ xy\ et les pdnts 6 et d', 
§ti se cOtip^tert Ife^ frfte^eS dfes dedx pkni^, Sttat des p6irits dfe 
la droite qui a pour pxtljcfcfiod hti Of, le piMnt fr 6fciti{ <Jaii& 
le plrtti hori^oBtil, §a pifOjection Verticale serst Sur rc^, au 
pied de Jft peiipfeiidlfeiflaire bV, et le point g, 6fatfit (fefls fe 
j*ttf vferticsflf ^ Ifli-iatoe Sa pfr^ectibn teriicafe ^ done B'd' 
Mi la projeetidfi f eflidtt^ dm^Am^ 

Sdiefit tf , a' (fi^.- flll-t) leS tM^oje(5fianS rfci pdfet doiftfl, 
01 ^, ^l/\^ if^mdd fim dmnff. l^ ifrtef^ectiofi^ d§ ddflt 
plans parallfelessurun plan quela)nqti6 §(tfrf p'aralfeleSi 6hff fe 
€Ste»S ; iom d^ dn i^t qucf lei# ^aces dii j^lanf clicErchg 
gcttit p^tilM^ & Mlei^ d^ {]flan d61i«ld. 

FAT 1« pdM aottb6 [M'}^ ef d^iM I§ fRM tMSH^ , ddH- 
«^y^Bd Itfi^ dlt^ l^f-aMe S k ti^^eiioU^^oifttate' de (^ plM ; 
cfle scifa tosi^ p^^l^le ^ pft, e% dSs lo^r^ §ed* pretjedfMis 
ficfitt liMdtaB k cdfldfruh-^ : cdt sa ^t^d^lio^ Bomdniiae ^ 
ddt pasdSf sm {yoidt a' ^t 6f#^ iMrSlI^Ie § jSft', iSa^^ f^« Ma 
pro^ettfm verl^Id (fdr doit fiiftsi^i' ^ ^ ^ ^i« pafl^Bel^ k 
wp fMi i' Im itsm VB^aki de eeftft drditd^,' ^ (f^t% 
Aire sm la traice tertiesOe^ da jpteti tUgt^^^ f ddii€ , Si 
ptf ee poiM Ofcf tDitee Ifc' {yftrlillfele It ^ oji a^al He Mte 
tcrtkiile de^ee plan. Po^r ^ d^oir lA ^sU^e 6drizd<ita]e\ dn 
prolonge b trace te:rti^al# ^a^^to |>oii§t ^ i^f ^, et on 
m^ne yc parallfele i p6. 

8i FoD vettl avoir tme verification i otk petit chefcher 
directement un point de la trace horizontale, comm# 6tt #b 
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a trouv6 un de la trace verticale; c'est-i-dire qu'onmfenera 
par le point donn6 une parallfele a ^6', laquelle a pour 
projections ae et a'e'; qu'on d6tenninera le point e ou 
elle perce le plan horizontal, et que ce point appartiendra 
k la trace horizontale du plan demands. 

AiAtre solution. Le problfeme se r6sout d'une manifere 
plus g6n6rale en menant dans le plan donn6 une droite 
^quelconque, et par le point donn6 une parall61e i cette 
droite. Cette parallfele devra 6tre tout enti^re dans le plan 
cherch6 : par suite les intersections de cette parallfele avec 
les plans de projection feront connaltre un point de chacune 
des traces du plan cherch6 ; et comme les traces de ce plan 
doivent 6tre parallfeles k celles du plan donn6, elles seront 
faciles k construire. Ges traces doivent rencontrer la ligne 
de terre au mfeme point. 

Soient encore a^a' (fig. VIII-2) les projections du point 
donn6, et p6, ^b' les traces du plan. Je prends k volont6 sur 
ces traces les points m et n', et j'abaisse les perpendiculaires 
mm\ n'n sur xy. Le point m' est la projection verticale du 
point m ; le point n est la projection horizontale du point 
n'; et par suite les droites mn^ m'n' sont les projections 
d'une droite situ6e dans leplan 6^6'. Pour avoir les pro- 
jections d'une droite parallfele k cette ligne et passant au 
point donn6, je mfene ap et a'p' respecti vement parallfeles k 
mn et k m'n'. Mors je cherche les traces p et g de cette pa- 
rallfele, puis je m6ne py et q'y respectivement parallfeles 
k p6 et p6' : ces droites sont les traces du plan cherch6, 
elles doivent aller couper la ligne de terre au m6me point y. 

26. Probl&me IX. Faire passer un plan par trois points 
donnis. 
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Get ^noQc6 signifie que Ton connalt les projections de 
trois points, et qu'on veut trouver les traces du plan qui 
passe par ces points. A cet efifet « on m^ne des droites par 
les points donnas, pris deux k deux, on determine les points 
oil elles rencontrent les plans de projection, et on a ainsi 
trois points de chaque trace du plan. Si les constructions 
sent faites avec precision, les trois points de chaque trace 
seront &ol ligne droite , et de plus les deux traces coupe- 
rant la ligne de terre au m6me point. 

Dans la fig. IX, les projections du triangle tormi avec 
les trois points donnas sont representees par abc et a'b'cf ; 
le c6te [a6, a'5'] rencontre les plans de projection en h et 
V ; le c6t6 [ac^ cid] en K et v' ; et le c6t6 [6c, lid] en ft" et 
v". En consequence, la trace horizontale du plan cherche 
passe aux points A, ft', ft" ; la trace verticale aux points 
t?, x>\ v"; et ces deux traces doivent couper la ligne xy au 
m6me point t. 

Remarque. Dans des cas parliculiers, il pent se faire 
que la droite qui unit deux des points donnas soit paral- 
leie k Tun des plans de projection, au plan vertical, par 
exemple. Alors le point oil elle perce ce plan doit 6tre 
consider^ comme situe k Finfmi, et il ne pent plus servir 
dans la construction, mais aussi faut-il alors remarquer 
que la trace verticale du plan cherche doit etre paraiieie 
k la droite dont il s'agit, ou, ce qui est la m6me chose, 
k sa projection verticale. 

27. PBOBLfittfi X. Par un point et par %ine droite dannis 
faire passer un plan. 

Par le point donne, menez une paralieie k la droite 
donnect elle sera comprise dans le plan cherche. C'est 

4 
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pourquoi Ton determin^^a les trae^ 46 ess dens ligiies : 
OB mtoera one droite par les deux traoep horiflOivtales et 
uBe autre par les deux traces y^icales % et alors •m eofi- 
nattra les traces du plan cbwch(^ , lesquelles dciv^^Bt 
croiser la ligae de teif e au mftme point. 

Dans la fig. X, les projetion» du point donfi^ soot m •et 
a', esAleside la droite donnte sent 5c et 6V., etedlesde kt 
parall^le k oette droite sont ad, n'd'. Ges dem: lignes out 
pour traces horizontales I^ points o et e, pour traces ^ePtt^ 
cales les (points h' et d' ; et par suite les droits -«e et Vd' 
sont les traces du plan cherchd. 

Jlemnffiitf. Au Ueu d'une paralldle k la ligne donnte, on 
peurrait employer une droite passant par un point qad- 
eonque de catte ligne lOt par le point donn^, 11 faut ailors 
se procurer les projections d'un point appartenant it la 
Mgae [be, jbV].; et pour eela, il suffit de prendre sur bo 
et frV deux points qui soient places sur une m6m^ pev- 
pendiculaire k xy (i5 , h!*). On joint ces deux points pes- 
pectivement aveo a et a\ et du reste .la oops^uction s'ai» 
eb^va commeipius haut 

SB. PaopiAm XI. Par fifM<dretl^ dotmte./iiiri jiaiMr «fti 
p{afi fatalUltii una droite donn^e. 

On prendra (fig. XI) un point quelconque [/, f\ aur ja 
premiere droite [ab,alb% et par ee point ou mtoeratune 
parall^le k la seconde [cd, c'd']. Le plan dema;nd^ doit 
contenir cette parallfele et la premifere droite, de sorte qu'il 
suffit de diteroftiner les traces de ces deux lignes pour 
connaitre deux points de chacune des traces du plan. L|i 
cojiatruetion est facile k 9uivre sur la figure, et il est inutile 
de la d^velopper davantage* 
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2|9. Pi0ii{iMS XIL Par tin point donni mensr im plan 
parallele a deux droUes denn/Ses. 

P^ te pokit doziii6 menez des paralliftles au^x Voltes 
^on^es ; puis d^terminez les intersectioiis de ces paraMIes 
HAfM }Q8 plans de projectioo : on a ai&si deux pointa de 
shiQae trdfii.du plaa demands (voy. la fig. XII), 

iQ^ PaOtiifiiH nil. JVhmhsmi une dr ott« gui {Mjs^ par 
im fwint doiin^, #1 qui f$ncQnU*i dmx droUe$ dMmie$. 

PnmUf^ sQlutian (figw XIII^l). CoBBtmisez les traeea 
ClW prmi^r plM* pa&saiat pair le point et par Tune des 
^it^ (27) ( fiODStruisiez aussi les traces d'un second pl»a 
pwaant par te mtoie point et par Tautve droite ; la ligne 
^nuilidte devant 6tiia danfr cea deux plans k l|t fois, ne 
gf ra mt^ QUfi Iws interaeGtlnn. 

Soient a et a' les projections du point donni, et soi«nt 
be et 6V, d« et dV celles des droites. En efFectant les con- 
structions qu'on vimi d'indiqueF, on trouve que les traces 
du premier plan sont fta et ac' ; que celles du second sont 
d^ at ^ ; fil fue If intersection des deux plans a pour pro- 
jections gf et g^f. G'eat eette intersection qui est la ligne 
cherch6e (19). 

Teqis vSrifinationB^ sent k remarquer : i^ cette inter- 
eection doit paaan? au point donn6 ; S* eiie doit rencontrer 
la pfemi&re droite donn^ ; 3p elle doit reneontrer aussi hi 
eacMdcu 

S^eimde iokdion (fig. llli-*e). On determine le^ plan 
4^» 9ui passe par le point; donn6 [a, a'] et par la droits 
dpnnite [di, d'^]; en cherche, par la consi^uction ordi* 
naiee (SO), rintersaation \f,f] de ee plan a^ec Pautre 
droite (&e« Vd]^; pqia aaa joint catte intorseeti<>n' av^cr le 
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point donD6. On a ainsi la droite demand^e, qui devra, en 
g6n6ral, rencontrer la premifere droite. 

Troisieme solution (fig. XIII - 3) . Prenez k volont6 les 
deux points [m, m'] et [n, n!] sur la ligne donn6e [d«, dV] ; 
ima^nez deux droites passant respectivement par ces points 
et par le point donn6 [a, a] ; puis d^terminez les points 
[p, p'] et [g, q*] ou elles rencontrent le plan vertical 61ev6 
sur ftc, lequel contient 6videmment Tautre droite donn6e. 
Cette seconde droite rencontre la droite [pg, p'q*] qui passe 
par les deux points ainsi d6termin6s, en un point |/, f] ; 
et il est clair qu'en joignant ce point au point donn6 
[a, o*] , on a une droite [af , a'f] qui est situ6e dans un 
m^me plan avec la premiere des droites donnSes, et qui 
par consequent doit la rencontrer. Cette droite, passant aa 
point donnS et rencontrant les deux droites donnSes, est la 
ligne demand^e. 

Droites et plans perpendicnlatres. 

31. Probij^me XTV. Abaisser Sun point donni une per-* 
pendiculaire sur un plan , et determiner ensuite le pied et 
la vraie grandeur de cette perpendiculaire. 

D6montrons d'abord que les projections de la perpendi- 
culaire sont perpendiculaires aux traces du plan donn6. Le 
plan qui projette cette ligne sur le plan horizontal est perpen- 
diculaire k la fois au plan horizontal et au plan donn6 
{Introd. 36) : done , r6ciproquement, ceux-ci sont perpendi- 
culaires ik ceplan projetant, et par consequent leur intersec- 
tion Test aussi {Introd. 37). Or, cette intersection est la 
trace horizontale du plan donn6; done cette trace est p^- 
pendiculaire aux lignes situ^es dans le plan projetant; done 
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elle Test k la projection horizontale de la perpendiculaire. 
U6me raisonnement k regard de la projection verticale. 

Gela pos6, par les projections a et a' du point donn6 
(fig. XIY), menons abj a'b' respectivement perpendicu- 
laires aux traces am, am' du plan donn6 ; il est clair qu'on 
aura ainsi les projections de la perpendiculaire demand6e. 
Par une construction connue (20) , on d6termine les pro- 
jecticms & et 6' du pied de cette perpendiculaire , c'est-k- 
dire du point ou elle rencontre le plan donng. Enfin, par 
une construction 6galement connue (22) , on en trouve la 
vraie longueur a'e. 

S2. Pbobl^me XY. Par un point mener un plan el une 
droite perpendiculaires a une droite donnie. 

Cherchons d'abord les traces du plan perpendiculaire 
k la droite donn6e. D'aprfes le num6ro pr6c6dent, elles 
doivent 6tre perpendiculaires aux projections de cette 
droite ; par consequent il suflObra d' avoir un point de Tune 
de ces traces pour les connaltre toutes deux. Solent a, a' 
(fig. XV) les projections d'un point donn6, et 6c, 6V celles 
d'une droite donn6e. Par le point [a, a], imaginez une 
horizontale parall^le &la trace horizontale du plan cherch6 : 
sa projection horizontale devant 6tre parall^le k cette trace, 
sera perpendiculaire k la projection horizontale &c, de la 
droite donn6e, et dfes lors cette projection est une ligne con- 
nue ad. Quant k la projection verticale de cette horizontale, 
ce sera une droite a'd' parall^le k xy. Or, cette horizontale 
est tout enti6re dans le plan demands ; done on aura un 
point de la trace verticale de ce plan en cherchant la ren- 
contre d' de cette horizontale avec le plan vertical. Alors on 
mine, par ce point, la droite am' perpendiculaire k Vd\ puis 
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cm mtod «m ptBrpfefiaiGtiMm % in pr^«(6tiOn U t te ^ 

cherch6 ^st mam'. 

II faut encore trcmver tes ^roJectioHd d« la |)ia*peliditu- 
laire abaiss^e sur k droite doiiti^e. k cet «Ast^ on ch^cbl^i 
l«s projeotioQs, jp et p' tie Tiilterfliection de eftte di^te iYM 
1% ^lan ifmm\ puis ^qb m^eri np et «y i KM ^Sxoim Mrmi 
tes projections d<^and^6d« 

ifefharftcei On aurait pa pr^ed^r la cdnfitnSLclildt da 
plan p^rp^ndiculldre mam' d'utie ftutrd maniCm tofiitiM tl 
fiUitv D'an point t^udconque de la ligote dtt tm% abaiAm 
des perpendiculaires sur les projectiolns d0 la db^oit^ 
donn6e ; elles seront les traces d'un plan perpendiculaire 
k cette droite^ alors il M «'agira plus ^ui ^ fcyM pajkser 
par le point doim4 un plan parall^e i ^ plan, proUim^ 

ADgies des droites et des plans. 

8S. PROBfel^MS XYIft £t^nt Ihmnim lee profectimt €«A« 
droite-^ ITottver fcft (m§k$ qn'tih fait nk)e9 im pImm lb pr^ 

Si d'un ^oint pris «ar ufi^ obli^B jl ttti j^laaf tli 
dbaisse uiie perpeiftdicidaire 6ur ce plsAs %\ «i 9b tire ub6 
droite du pied de ToUique k eelai d« la p^rpetidkukdnH 
<i'est Tangle comj^fi ^itre cette dftHtd (st Tobiyb^e, ipi 
mesur« riaclinmson d^ Tdi^iique ^ar rtipjpert )fiu pfaii 
(f ndr^; 18) * G'est-i'^ihe^ en d'aatrea Idrikids, ^e rifidr- 
naisoii d'une droite k T^ga^d d'uh plan oi aoGBard par 
Tangle qu elle fait atec sa l^rojectiob «uf ce ^kn^ 

Soient done (fig^ XVI) ah et n'A' les proj^ctioni^ d'kae 
droite : je Vai« construire d'abord Taagte tie isette droite 
avec sa projection horisantale. A c^t effet^ je 46tenauae tas 
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Mtes • (R 1^ do te itradte^ ptns je id^ tourtter le plM I1&6' 
iKnCdor d6 66' pmr le mbattm stir le plan vertical. Dans 
W fiumretiieiit la ligne db w change paB d6 grandeur $ at 
eomme die r^te tonjours perpetidiculaire i M', elle pren^ 
dra tme pomtioii telle que 6m sur xy. £n mMe temps, la 
drdie qui joint, datia Tespace, las points a et 6^ de place en 
fm, €t par suite Tangle cherchd u rabat en vraie grandeur 
mr Tangle 6'4ii6^ 

On poaiTOit ausfii obtenir cet angle dans le plan hori- 
kcMd^ 9tk £iisant toumer le plan 066' autour de oi : alors 
1ft ?6rticale Mr se placerait eur une perpendiculaire k a6» 
comme est n6, et Tangle cherch6 senit im6. 

Quant 4 Tangle de k dr(Mte arec le plan yerticalf oU le 
atnstroii d'une i&anii&re Malegue« G'^srt apa' lUr le plati 
llorsaontal^ <m 96V aur le plan v^cali 

Quand lea points « et *' so&t iris'^cHgnte^ voiei oem- 
aumt en peut to 6Iuder Temploi, Prenez deux points quel- 
Qonques aur la droite^ et aoient e et c', d et if ^ les projeC- 
)tk>i» de tM points. Pour atoir Tindinaison de la droite k 
T6gard du plan horizontal, imaginez par le point [d^d'] une 
pandUte ik 06^ et efaerchez Tangle qu'elle Mi avec la droite* 
Worn [cd^ U auffit de faire tourner le plan vertical qui 
oontisit cet angle autour de la v^ticale i§levte en c, afin 
de Tamener k 6tre parallile au plan vertical de projection. 
Mors Tangle therch6 se projette^ sur ce plan^ suivant sa 
vraie gratideur i/n. On trouverait de la mfime mani&re 
Tangle de la droite avec le plan vertical. 

ilu PaoBt^vs XYIL Connaissant ks traces d'un plan, 
on propose de ifouver lee unglee de te plan avec chaque plan 
de piybjmitionk «(<«Mi qm fan fie 4u flbue tracee. 
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Soient qp et qr (fig. XYII) les traces d'un plan : cher- 
chons Tangle qu'il fait avec le plan horizontal. En g6n6ral. 
Tangle de deux plans est mesurd par celui qae fonnent 
entre elles deux perpendiculaires 61ev6es, dans ces plans, 
par un point de leur intersection (Introd. AO) . En conse- 
quence, dans le plan horizontal je m6ne ab perpendicu- 
laire k la trace pg, et dans le plan vertical j'616ye be per- 
pendiculaire k la ligne de terre : la droite qui joint, dans 
Tespace, les points a et c, est dans le plan donnS, et, d'a- 
pr6s un th6or6me connu, elle doit 6tre perpendiculaire k 
pq {Introd. 19). Ainsi, Tangle qu'elle fait avec ab est celui 
qu'il s'agit de construire. 

Get angle fait partie d*un trismgle rectangle dent ab est 
la base, dont be est la hauteur, et qu'il est facile de rabattre 
sur Tun des plans de projection. Pour le rabattre sur le 
plan vertical on le fait toumer autour de be : alors on prend, 
sur la ligne de terre, &A=fta, et Tangle cherch6 est ckb. 
Pour le rabattre sur le plan horizontal, on 616verait k ab 
la perpendiculaire bC 6gale k be, et alors Tangle cherch6 
serait Cab. 

L'angle du plan donn6 avec le plan vertical se eonstruit 
de la m6me mani^re. On m^ne bd perpendiculaire k la trace 
gr, et be perpendiculaire k xy. La droite qui, dans Tespace, 
unit les points d et e, fait avec db Tangle demands et 
on peut rabattre cet angle soit sur le plan horizontal, 
et ce serait 6D6, soit sur le plan vertical, et alors ce se- 
rait EcI6. 

II reste encore k connaltre Tangle des deux traces, et 
Ton y parvient au moyen dun nouveau rabattement. J'ai 
dit plus haut que la droite men^e, dans Tespace, entre a 
et c, est perpendiculaire ^ pg : de 1& il r^ulte que, si le plan 
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doim6 pqr toume autour de sa trace pq pour s'appUqaer 
sur le plan horizontal, cette. droite yiendra se dinger soi- 
vant acf perpendiculaire k pq. D'ailleurs, la distance cq ne 
change pas : done le point c ira se placer k Tintersection c', 
de la droite a(f et de la circonf6rence d^crite du centre q 
avec le rayon cq. Par suite, la trace qr coincidera avec 
la droite q$ mento par les points q et cf; et Tangle 
des deux traces sera pqs. Remarquez qu'on doit avoir 

35. Pbobl&me XYIII. Canstruire tangle de deux droites 
dofU on connait Us projections. 

Quand les deux droites ne se coupentpas,on en est averti 
parce que le point de rencontre de leurs projections hori- 
zontales et celui de leurs projections verticales ne sont pas 
sur une mdme perpendiculaire kla ligne de terre (13) . Alors 
on leur m6ne des parall61es par un point quelconque, et 
c'est Tangle de ces parall^les qu'on prend pour celui des 
droites denudes. 

Soient (fig. XVIII-1) a et a\ ab et a'b\ ac et oV, les pro- 
jections de ce point et des deux parallfeles. D6terminez les 
l*encontres 6 et c de ces deux lignes avec le plan horizontal, 
et tirez be. On pourra consid^rer cette droite comme la base 
d'un triangle dont le sommet est projet6 en a et a' : c'est 
Tangle oppose k cette base qu'il faut trouver, et pour cela 
on constnura le triangle. 

A cet effet, j'abaise ad perpendiculau*e sur (c, et j'ima- 
gine qu'une droite soit men^e du point d au sommet [a^a']. 
En vertu d'un th6or6me connu {Introd. 19), elle sera per- 
pendiducaire k be ; de sorte que, si le triangle tourne sur sa 
base be pour s'appliquer sur le plan horizontal, cette per- 
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pcDdfamkire tra ee placer dans lit dir^eltOB deda. U ni^rtsfe 
doBc plus i{u'4 trouvor la Vr^e longueur de oette patpen- 
diculaira* Or« il est indetkt qu'elle est Thypot^nuse d'un 
triangla rectangle doilt les cdt^s sont 6gaUx ^ ad et oiil ; 
par consScpient, sor ag oil prendra md!is=, ad, at d'd' seiu 
cette hypottouse. On k portera da d en A| et on m^nera las 
droiteis ik^cAi Mors la triangte est oonstruit, et raagladha^- 
thi est bkc. 

Pour construire le triangle on s'est servi de aa bauteiir ; 
on aurait pu aussi employer les cdt6s. Les projections 
fal>ricOntal«h da cte cdt^s aont «ft fet He, tes prtijectiilns Ver- 
ticales sont a'b' et a'c'; done pour avoir leora vraias loA^- 
guaurSf ott praadra nit"^(A^ mk^'^w^^ puib oti tirar4 les 
hypbttotttoa n%"s ^t"i Alora on d^iilk deuM aros^ run 
du centre b ft^eo Un rayon i6gal it o'6'S et TaUtre du centre 
€ Avec tin rayon )6gal k vl^' : I'latarsaQlion de <s«» deux araa 
d^tennine Is aomniat A^ et par ftUito I'angle iknu 

Cmi pofttculMri. l*" La eofcuitrufitioD g^ci^rdie aUppote 
que les deux cdt6s de Tangle rencontrent le plaa hoA- 
wntalik Su^poBons (fig. XYiII-'2) qud Tim d'eox^ oAuk dont 
los prQ]ectioii& soikl m et o'e\ seit paralliie k ce ][>lani Dans 
ce cas la tra^ liorisonlale if du plan qui contient Taog^e 
aat p«rallila & dec Du reste;, ou peut eaoora rabattre cat 
afigle )3ur le plan horieontal au moy^ de la perpendicb- 
laire ad^ La seula difii6r^ci qu'il y iait aree la eonstraetion 
g6n6rale, c'est que le cdt6 horiz(Mltal doit raster parall^ 
i tf, et praidra um position telle iqpie ACL Si les dtex drdtes 
denfifeea ^taient paraMes tk plan hmcontal^ il est Evident 
que leurs projetttiona aur ce plan foraateraient ud aagla ^gal 
4 eelui des droites iellaa-iii6iae8« 

S^ La oottalraetiea g^n^rale auppoae ttuiai que le eoaan^t 
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4% Vm^ M hofs ^u plkn horifeontAl. S'tl ^'ea ^t pai 
9kD!A% <m pent meii^, par u& pomt {mtIs sui* Tun des c6tte 
de Tangle^ uQe pamll^e & I'^utre cdt^c Taklgle que cette 
parall61e forme avec to pr^aiet cdt^ est ^al 4 FaDgle chef<- 
ch6, et se d6termine sans difBcult6. Le cas dont il s'agit est 
fUtetoppi dafis Ih % XYIII-3% Lea droitds dont on thfilthe 
Tangle ont pour projections ab et a!b\ ac et a'c'; la paraUdle 
meii^^ 4 la #econd6 droite^ par un point de la preoiidre, 
0«t prQ|et^ oa if ^ ^Y< ^^ F wgle d« cette parable ItYM 
k ^^:*eBlt^ dmte ^M rabaitu «n ^Ay. 

36. Probl£;m£ XIX. Par le point ^intersection ds demo 
droiles domUeiSj memr mie droite qui 4%vis€ en dtua parties 
igales tangle de ces droites. 

Siqppesons (fig. XIX) que les projections de la pr«&ik« 
droite soient abf alb\ et que celles de la eeconde soient oc, 
aV, Je coDStniis d'abord« comine dans le probl^me pr6c6- 
dent,r angle bkc found par ces lignes et jo m^ne kf qui 
divisecet aagle ea deux parties dgales* II est clair que A 
on relive le triangle bkc pour le remetUre dans sa premie 
situation, la ligne kf devieodra celle qui est demanddoi et 
dont il faut determiner les projections. Or, pendant ce 
mouvement, le pmnt f^ ou cette ligne coupe la base 6c, ne 
change pas ; et comme il appartient au plan horizontal, il 
est lui-m6me sa projection hmzontale* On obtieat sa pro- 
jection verti€£de f en abaissant (f perpendiculaire k ^y% Les 
prqjections de la dreite eherchde doivent done passer^ Tune 
au point /*, Tautre au point f. D*ailleur« eiles doiveat 
passer aussi par les projecticnas a et a'du sommet de Tangle ; 
doHcenfia les projections de eette droite sent afet «/« 

Remiirqm^ 6i Vest v^l que la «koit© cfa^r(&l»to (dMm 
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Tangle des droites donn^es en deux parties qui soient dans 
un rapport quelconque, il suffira de mener la ligne kf de 
manifere qu'elle divise Tangle bkc selon le rapport donn^. 
Du reste la construction ne change pas. 

37. PROBLi:M£ XX. Construire tangle d^une droite et d^un 
plan. 

II est tacile de reconnaltre que si d'un point quelconque 
de la droite on abaisse une perpendiculaire sur le plan, 
Tangle de ces droites aura pour complement Tangle cher- 
ch6. Ainsi la question est ramen^e k construire Tangle de 
deux droites. 

Soient done (fig. XX) am, am', les traces du plan, et a&, 
a'b\ les projections de la droite. Sur ces projections je 
prends les points a et a' de manifere qu'ils soient dans une 
mfeme perpendiculaire i xy^ et par ces points je mfene les 
perp^diculaires ac^ a'c', sur les traces du plan : elles 
seront les projections d'une perpendiculaire abaiss6e sur 
le plan par un point de la droite donn6e (31). Alors je 
construis, comme dans le n** 35, Tangle de cette perpendi- 
culaire avec la droite ; et Tangle 6Ac, ainsi trouv6, a pour 
complement Tangle cherch6. Done, si on 616ve AA perpen- 
diculaire k A«, cet angle cherch6 sera 6Aft. 

38. Probl^me XXI. Construire tangle de deux plans. 
On pent ramener cette question k Tangle de deux droites : 

car, si d*un point quelconque pris dans Tangle des plans 
on abaisse des perpendiculaires sur ces plans, on sait que 
Tangle de ces perpendiculaires est le suppl^ent de Tangle 
des plans {Introd. 47). Mais la question se r6sout plus 
simplement de cette autre mani^re. On m^ne un plan per- 
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pendiculaire k Tintersection des plans donn6s, lequel coupe 
ces deux plans suivant des droites qui font entreelles Tangle 
demand6 ; et, pour connaltre cet angle, on rabat son plan 
sur Tun des plans de projection. C'est cette solution que je 
vats d6velopper. 

Soient (fig. XXI) les plans aaa', a^a'. Je determine la 
projection horizontale ab de leur intersection; et comme 
les traces d'un plan perpendiculaire i une droite doivent 
6tre perpendiculaires aux projections de cette droite (31) , 
je m6ne perpendiculairement k ab la droite gcft, que je con- 
sid6rerai comme la trace horizontale d'un plan perpendicu- 
laire k rintersection des plans donnas. Ge plan coupe les 
plans donn6s suivant deux droites qui passent, Tune en j, 
Tautre en ft, et qui forment avec gh un triangle dans le- 
quel Tangle oppose k gh est Tangle demand^. 

Faisons tourner ce triangle autour de sa base gh pour le 
mettre dans le plan horizontal. Le sommet de ce triangle 
est dans le plan vertical a&a' : or, ce plan est perpendiculaire 
k gh, puisque gh Test k ab; done la droite qui joint le 
point c au sommet du triangle est perpendiculaire k gh; 
done, par le rabattement, elle viendra se placer suivant la 
direction ca. II reste k trouver sa vraie longueur. 

Observez que le plan du triangle est perpendiculaire k 
Tintersection des plans donnas, que la droite dont il s'agit 
est dans le plan du triangle, et que par suite elle est aussi 
perpendiculaire k cette intersection. Pour Tavoir en vraie 
grandeur, faites tourner le plan vertical aba' autour de sa 
trace verticale 6a* jusqu'i ce que ba vienne se placer sur xy. 
Les points a et c d6criront les arcs de cercle ap, eg, autour 
du centre 6, et prendront les positions p et q. Mors Tinter- 
section des deux plans donnas sera plac6e sur a'p, et la 
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di^twcd ch«rqli6i lern la perpetHJUeulaire qr, abaiatte 
SQf mlpif PQirt§9 loofi gr 4e an N» tt tirez lea dodllni %» 

39. Probij^me XXII. Trouver un plan qui pofii^ paf: V in^ 
t^rmfmi i^ deux phm ionni^^ tf qui ^ke fmgl^ ^ ces 

J.Q wppt^e (fig. X^Il) qu'ou ait e&ctai6: lea oofistmiatioBa 
4u probl^Qie pr^c^de^U qI (}ua ^Asoit Taagle 4ea plana 
dQan60 ae(a\ a^a'. Je partagQ cet asigkeD dQu^galeoifi&Apar 
U droits N/p, quji r^ncoutrQ gh m pomt k ; puia, ja remaiv 
qiwe que ^i Qn rel^vQ k plan dfe qet angle poiw toi randw.aa 
Y^rit^lQ po^yiitioQ, h )igz)Q NA viands aa mattra data le 
plw di^aiod^. Qrt cette Ugi^a pa ca»sa paa de pasaar au 
point k; et coouoe ca ppipt @9t &ur k plw hotrixaataU U 
s!eo^uit qu'U appartieat ^ la traaa hoHjsoatala du plaft de- 
map^d^i Q'aiUeu^. lea trucos da q^ plaa ddtvaat paaa»» 
L'mjia ^ ^, at Vai^tra m §' \ doma €a plaa ae^ antidiifimaiit 
d^tjjfwn*^ at ^,^% ^Y^'t 

Quwd QQ vault faice k car^ d'uu payt, oa iiaagiiia que 
t/m ^^ points ramaifquable^ qu'oii doit y tiguiras aont 
joints antra eux par dea droites, da mani^ra k format daa 
triangles ; puip, si tous lea pointa sQ^t da nivaau* on rap** 
porta caa trianglaa $ur la carte en cqoatruisaiit das triwgla^ 
semblablast d'aprto una ^cbeUa Qonvanuai Maia ailaap^nta 
soQt in^galement ^lav^s, comma cala arrive dans le^ cour 
tr^3 apiqnta^euaea^ on con^olt d'abord taua la9 tifiasglaa 
proj[§t6a sur un plan hoFizQQt4( et Iq^ fri«Dglea resultant 
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de ees prejeetions sont ceux qu'on rapporte sur la carte au 
moyen de triangles sembljBl)les. 

Ainsi, la earte ne doit point indiqueries angles tela qu'ili 
soBt daQS reiqpace^ mais seulement leurs projections, et 
qamA Qn pr^ose de r^duire h F horizon Tangle de deux 
droites, c'est sa projection sur un plan horizontal qu'on 
veut connaltre. A cet effet, on mesure imm6diatement sur 
le terrsdn non-seulement Tangle des deux droites, mais en- 
core ceux qu'elles forment avec le fil i plomb ; et telles sont 
1«8 dow6^ av^c lesquelle^ on r^out 1^ queptkn prQpos^e. 
Pour plus de ^Urt^i j« rppr^aenterpi p^r L et L' leg deux 

di»ites, par A Xmgh (pi'^Uep fept eptre ^llen. pif Y §t V' 
hs dem |tuU*e9 ^ugle^f 

Dans le plan verticftl d^ projeation (fig. XXIII) , j'^lfew 
mn p^Qudi<5iiki|'9 4 Ift Hgfte de terre ^y, je f|^i^ TaPgle 
mnp ^4 h Y* et je ^aftsidfer^ ct^ plaq d^ prejecitiflft comeif 

le plim n^m(§i de Ygng]g V, pq qui «s< ^vidomwnt pejws. 
AkN» lajigxie fljp ^t^lUqn'on ^ d^mgB^ep^ L etopd^l; 

le iwpr&iftRter J'autr§ Uga© li', §PiQP9 PMS^t m potat H. 

ofi fS\» Mt .av?c ni9 r wgte Y't §t »?e6 np rftegle A 4eRt 
w d^emwde Ift projection borijqpt^a, Ui c6t^ Ji rwopntr? 
le plan ti^ontal m poipt p \ §| 1a gue^titpa 9e i^uit ^ 
d^tcrmin^r k pmt i'latmfm^Qn du ^Ot<$ U ay^ (;i9 milime 
idawa, A 6^ ^el, j8 i»6oe h droits fig q^i fe4i avi^ m«^ 

Twgle irtiif ==5 Y\ fit qui epup© isw 99 9 & puis, d^i cwiye m 
w«6 le uftyQU fns, je d6ppi# Two indelim ga. le cdt6 L' w 

pourra repcootrer le plap bpriifontal qu'w un point de <^t 
iir§; .de aorte qu il suifira de trouver la di^t^nce de cq. poii^t 
w poixit; p. Or cette di»tiiwe, (^opsid^^Q da^s le pU^ dis 
I' Angle L ^t Id b^e d'un triapgle dopt l§q oOt^^ so&.t ^g^jggc 
^ 119 ^ »«; c^iio §i jd fAl§ r^pglQ pnr :=» A Qt v je^pr§pds 
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nr = «g, la droite pr sera 6gale k la distance cherchte. 
Alors, du centre p avec avec le rayon pr, je d6cris Fare rb ; 
et le point s^ oil il coupe Tare qa^ est le point d'intersection 
du second c6t6 L' avec le'plan horizontal. Done mp et ms 
sont les projections des cdt6s L et L'; done enfin Tangle pms 
est celle de Tangle A. 

Plus courte distance de deax droites.— Solutions des diJBTdrents cas 

de Tangle trlMre. 

hi. Probl£mb XXIY. Construire la plus courte distance 
de deux droites non situies dans le mime plan. 

La suite des constructions qu'il faut effectuer est assez 
indiqu6e dans Tintroduction p. 14, si elle n'6tait point d6ji 
connue, voici comment on y arriverait : 

Soient A et B les deux droites donn6es (fig. a, pi. IV). 
Par la droite A, faites passer un plan PP parall61e k la 
droite B. Gette droite B sera partout k la m6me distance 
du plan PP, et comme la plus courte distance demand^e 
doit joindre un point de la droite B avec un point de ce 
plan, il s'ensuit qu'elle ne pent pas 6tre moindre que la 
perpendiculaire abaiss6e d'un point de la droite B sur le 
plan PP. II faut done examiner si elle pent lui etre ^gale. 

Supposons qu'on ait effectivement abaiss6 une perpendi- 
culaire sur le plan PP par un point de B, et que, par le 
pied de cette perpendiculaire, on mfene une droite G pa- 
rallfele k B. Puisque le plan PP est parallfele k B, cette paral- 
Ifele est tout entifere dans ce plan {Introd. 26, cor. I) , et 
par suite elle doit rencontrer la droite A. Or, si on m6ne 
par le point d*intersection une parall^le k la perpendiculaire 
qm a 6t6 abaiss^e sur le plan PP, elle sera dans un m6me 
plan avec la droite B, et le segment de cette parallMe com* 
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pris entre les droites A et B est 6videininent 6gal k cetie 
perpendiculaire ; done ce segment est la plus courte dis- 
tance demand6e. 

Appliquons la m6thode des projections aux constructions 
qu'on vient d'expliquer. Soient aft, a'b* (fig. XXIV) , les pro- 
jections de la droite A; et cd, c'd\ celles de la droite B. U 
faut d'abord mener le plan PP, qui passe par A et qui est 
parallSle a B : c'est le problfeme XL Je prends done sur A un 
point [o^o'] par lequel je noifene une parallfele [om^o^m'] k B; 
je construis les traces m et n' de cette parallfele ; je cons- 
truis aussi les traces a et 6' de la droite A ; puis je tire les 
droites anna et ab'n\ qui sont les traces du plan PP. 

II faut ensuite abaisser, par un point de la droite, une 
perpendiculaire sur ce plan. Si on prend le point [p^p^] on 
aura les projections de cette perpendiculaire en menant, 
sur les traces du plan man', les perpendiculaires pg, p'g' (31) ; 
puis on trouvera, par la construction connue (20) , les pro- 
jections r et r' du pied de cette perpendiculaire. 

Alors, pour avoir les projections de la parall61e G, men6e 
par ce point k la droite B, je trace rs et /s' respectivement 
parallfeles k cd et c'd'. Ces projections rencontrent celles de 
la droite A aux points 5 et s' : or, ces points doivent 6tre 
les projections de F intersection de la ligne A avee la paral- 
Ifele G ; done, en menant de ces points les lignes st et s't\ 
parall61es aux projections de la perpendiculaire et termi- 
n6es k celles de la droite B, on aura les projections de la 
plus courte distance demand6e, et il sera facile ensuite 
d'en avoir la vraie grandeur sfu'. II est sans doute inutile 
d'avertir que les droites 5s' et tlf doivent 6tre perpendicu- 
laires sur xy. 

Remarqiies. Supposons que la droite B rencontre A : 
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alors le plan PP n'est autre que celui de ces deux droite9. 
La ligne sur laqudle se mesure la plus courte distance est 
toujours perpendiculaire k ce plan ; mais comme elle passe 
au point d'intersection des deux droites, 11 s'ensuit que la 
plus courte distance est nuUe. 

Quand les deux droites A et B sont parall^les, la ligne 
men^e parall&Iement k B, par un point de A, se confond 
avec cette derniSre droite ; le plan PP est done ind6termin6, 
et la construction g^n^rale est en d^faut. Mais dans ce 
cas on obtiendra facilemeQt la plus courte distance en 
abaissant, d'un point quelconque pris sur Tune des deux 
droites, une perpendiculaire sur T autre. 

&2. PaoBiiiME XXV. JiHant donnies les troU face* d'un angle 
tfiedre^ trouver les troU inclinaisons. 

Dans un angle tri^dre il y a trois faces et trois inclinai- 
sons; ou, en d'autres tennes, trois angles plans et trois 
angles difedres. Si Ton propose de determiner trois de ces 
parties au moyen des trois autres, il y aura six cas k exa- 
miner ; car les donnies peuvent 6tre prises suivant six 
combinaispns diffi^rentes. En effet, on pent prendre comme 
denudes ; 1* les trois faces ; 2* deuj^ faces et Tinclinaison 
comprise; S"* deux faces et Tinclinaison oppos^e k Tune 
d'elles; &"* une face et les deux inclinaisons adjacentes; 
5"* une face, une des inclinaisons adjacentes et Tinclinaison 
oppos6e; O"" les trois inclinaisons. 

Mais il est facile de voir qu'on pent ramener les trois 
deriiiers cas aux trois premiers, au moyen de Tangle trifedre 
suppl^entaire {Int. kS). Nommons a, 6, c les faces d'un 
angle trifedre, et a, ^, y, les inclinaisons ; supposons, par 
example, qu on connaisse les trois inclinaisons a, ^, y, et 
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qu'on veuille trouver les fences a, 6, c. On prendra los sup- 
plements a'f b\ e\ des inclinaisons, savoir : a' = 180' — a, 
6' = 180* — p, (/ == 180* — Y5 ®^ ^®s supplements seront les 
faces de Tangle tri^dre suppl^mentaire. Or, suppo9on3 qu'on 
sache trouver les inclinaisons des faces dans c^ nouvel 
angle trifedre, et d6signons ces inclinaisons par a', p', y'. 
On en prendra les supplements, et alors on connaltra les 
faces du premier angle trifedre : a=180^ — a', 6 = 180* — P', 
csslSO^r^y. Semblablement, le quatrifeme cas se r6duit 
au second, et le cinqui^me au troisi^me ; par consequent il 
sufiira de consid^rer les trois premiers. 

Gelui qui est propose dans Tenonce doit etre traite d'a- 
bord. Mais je rappellerai auparavant que deux conditions 
doiyent toujours 6tre remplies pour qu'on puisse former un 
ai)gle triedre avec trois faces donnees : c'est que la somme 
de3 trois faces soit moindre que quatre angles droits, et que 
la plus grande de ces faces soit moindre que la somo^e 
des deux autres. Ces conditions 3ont d'^Ueurs les seules 
necessaires {InU 61). 

Gela pose, dans un plan quelconque, que je regarderai 
comme horizontal (fig. XXY), je fais Tangle asb egal h. une 
des faces donnees, et je suppose que les deux autres faces 
soient rabattues sur celle-1^ en osc et bsc\ II est evident 
qu'on reconstruira Tangle triedre en faisant tourner ces 
deux faces, Tune autour de $a et Tautre autour de «6, jus- 
qu'i ce que les c6t6s sc et sd coincident. Prenons, sur ces 
c6tes, $f = sff et menons sur sa et sb les perpendiculaires 
fgh et fg'hi qui se coupent en h. Pendant la rotation des 
deux faces, les points f et f decrivent autour des centres 
g ^t g\ des cercles situes dans des plans verticaux dont les 
trfu:es, sur le plan fixe asb, sont gh^ g'h ; et, quand la coin- 
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cidence des cdt6s sc et sc' s'6tablit, ces points se r6unissent 
en un seul, que je nommerai F. Alors les droites fg et fg' 
forment avec gh et g'h des angles 6gaux anx inclinaisoDs 
des faces lat^rales sur la face horizontale asb. 

Pour connaitre ces inclinaisons, il suffit de rabattre sur 
cette face horizontale les plans verticaux d6crits par fg^ fg'. 
En faisant tourner le premier autour de gh^le cercle d6crit 
par fg se rabattra sur un cercle /&, d^crit du centre g avec 
le rayon gf. D'un autre cdt6, observons que le point h 6tant 
commun aux deux plans verticaux, T intersection de ces 
deux plan^ doit 6tre une verticale 61ev6e en ft; done cette 
intersection, en tournant autour de gft, se rabattra sur la 
perpendiculaire ftfc k gh. Or le point F, oi se r6unissent, 
dans Tespace, les points fei /*, doit 6tre sur cette intersec- 
tion ; done il sera rabattu au point fc, ou Fare fk est rencon- 
tr6 par la perpendiculaire hk ; et par suite, en tirant kg^ 
Tangle kgh sera Tinclinaison des faces asc^ asb. Si on fait 
tourner autour de g'h le plan vertical d6crit par fg' on 
trouve, par une construction toute semblable. Tangle k^g'h 
qui est ^gal k Tinclinaison des faces bsc\ asb. 

On pourrait trouver la troisifeme inclinaison en faisant sur 
Tune des faces asc^ bsc\ les mfeines constructions qu'on 
vient d'effectuer sur I9. face asb\ mais on Tobtient plus sim- 
plement de la manifere suivante. Concevez par le point F un 
plan perpendiculaire k la troisifeme arfete; il coupera les 
deux faces lat6rales suivant deux droites qui comprendront 
entre elles Tinclinaison cherch6e. L'une de ces droites est 
rabattue sur fp perpendiculaire k sc, et Tautre, sur fq per- 
pendiculaire k sc\ II est 6vident que les points p et g, oil 
ces droites rencontrent les c6t6s as et 65, n'ont pas chang6' 
de position ; done, en tirant la droite pq on aura, sur la 
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face asb^ la trace du plan qui contient Tangle inconnu, et, 
si on fait tourner ce plan autour de pg, le sommet de cet 
angle ira se placer k I'intersection m des arcs d6crits avec 
les rayons pf et qf; done enfin Tangle pmq est 6gal k la 
troisi^me inclinaison de Tangle trifedre. 

Plusieurs verifications sont k remarquer. 

!• Les droites hk et hk doivent 6tre 6gales, comme ra- 
battements d'une m6me verticale. 

2*' La ligne sh 6tant la projection de la troisi^me ar6te 
sur le plan asbj et pq 6tant la trace d'un plan perpendicu- 
laire k cette arfete, il s'ensuit que sh doit 6tre perpendicu- 
laire k pq. Si sh est perpendiculaire k pq^ la droite men^e 
du point F, de la troisifeme arftte, au point n oil sh ren- 
contre pg, doit fetre aussi perpendiculaire k pq; done, 
dans le rabattement pgm, cette droite doit se placer sur 
le prolongement de sn ; done le point m doit 6tre sur ce 
prolongement. Ainsi, la ligne sh est perpendiculaire k pq^ 
et va passer par le point m. 

3* Si on prolonge gh jusqu'i sa rencontre i avec s6, les 
distances if et ik devront 6tre igales. Pareillement, si on 
prolonge jf'/i jusqu'Ji sa rencontre t' avecsa, on devra aussi 
avoir if = i'k\ 

i3. Probl£me XXYL Cannaissant deux faces d'tin angle 
trUdre et leur inclinaison^ trouver la troisieme face et les 
deux autres inclinaisons. 

Soient (fig. XXVI) asb et asc les deux faces donn6es, 
rabattues Tune k c6t6 de T autre. Si on mfene fgh perpendi- 
culaire sur as, les lignes gh et gf seront les intersections 
de ces faces avec le plan qu'on 61feverait au point g perpen- 
diculairement k Tarfete a5, et, lorsque les deux faces sont 
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dansleur vraie situation, ces lignes font entre elles un angle 
6gal k Finclinaison donn6e. Supposons que le plan de cet 
angle tourne autour de gh pour s'appliquer surle plan asb, 
la droite g/ viendra faire Tangle Hgh 6gal i cette inclinaison. 
D'ailleurs, la distance gf ne doit pas changer de grandeur ; 
done, si on prend gk = gf, et qu on abaisse fcft perpendi- 
culaire h gh, le point h sera le pied de la perpendiculaire 
abaisste sur le plan asb par le point F de la troisifeme 
arfete, lequel est rabattu en f et en It. Concevons que cette 
demifere ar6te tourne autour de bs pour venir dans le 
plan de asb : il est clair que le point F ira se placer quel- 
que part, en f , sur la perpendiculaire hg'f i 6s ; et comme 
il doit fetre k la m6me distance du sommet s que le point 
f, il s ensuit que le point f est d6termin6, et par conad- 
quent la troisifeme face bsf Test aussi. Connaissant les trois 
ftices, on trouve les inclinaisons au moyen du problfeme 
pr6c6dent. Remarquez qu'en prolongeant gh jusqu'en t, 
on devra avoir if = ik. 

kh. Probl£me XXYIL Connaissant deux faces d'un angle 
triidre, et V inclinaison opposie a Vune d'elUSf trouver la 
troisieme face et les deux autres inclinaisons. 

Soient (fig. XXVII) asb et asc les deux faces donnies, et 
suppoeons qu on connaisse Tindiinaison opposte h la face 
asc. Repr^sentons-nous Tangle tri^dre tel qu'il est dans 
Tespace, coupons-le par un plan perpendiculaire k Tar^ 
as, et cberchons le rabattement, sur le plan asb, du tri- 
angle qui r^sulte de cette intersection. Les traces gi, gf^ 
de ce plan sur les faces asb, asc, sont des perpendicuUires 
k ai ; et m6me les distances gi, gf, repr^sentent d&jk les 
vAritftbles grandeurs de deux c6tte da triangle drat il 
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s'agit. II Suit de 1& que si on considftre gi comme la base 
de ce triangle, le sommet devra se trouver rabattu en queU 
que point de la demi-circonfSrence fpq, dterite du centre 
g avec le rayon gf. 

Quant au troisiime cdt^, sa direction est d^termin^e pai* 
Tintersection du plan perpendiculaire k as avec celul dfe 
la troisi6me face ; et comme I'inclinaison de cette troisi6me 
face est connue, il sera facile de trouver la direction de 
cette intersection. D'abord elle doit passer au point i; 
cherchons-en done un second point. A cet effet, menons go 
perpendiculaire k bs^ et imaginons suivant go un plan per- 
pendiculaire Il la face asb. Ge plan coupera la troisidme 
face de Tangle triSdre suivant une droite qui fera avec og 
un angle 6gal k Tinclinaison donn^e. On pent done avoir 
imm^diatement, en gom^ le rabattement de cet angle ; et, 
si on m6ne gm perpendiculaire k go^ cette droite sera la 
vraie grandeur de la perpendiculaire qui serait 61ev6e en g 
au plan asb et termin^e au plan de la troisi^me face. Or, 
cette dernifere perpendiculaire est tout enti^re dans le plan 
du triangle qui a gi pour base, et dont on cherche le ra- 
battement sur le plan asb ; done, quand ce triangle toume 
autour de gU elle doit s'appliquer, dans la direction de 
ga^ sur la distance gn =gm; done, en tirant une droite 
par les points i et n, on aura la direction du troisi^me 
c6t6 du triangle. 

Quand la droite in rencontre la demi-circonf6rence fpq 
en deux points p et 9, comme sur la figure, le probl6me 
a deux solutions. En eOet, si on remet le plan de cercle fpq 
dans sa position primitive, et qu'alors on joigne le sommet 
8 aux points p et 9, il est clair qu'on aura deux angles 
trifedres construits avec les donn^es du probl^me. Gonsid^^ 
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rons d'abord celui qui est d6termin6 par le point p. La 
droite pi sera la distance du point % k un point de la 
troisifeme arfete ; mais la distance du sommet s i ce point de 
la troisifeme ar6te est 6gale k sf\ done, lorsqu'on rabat la 
troisifeme face autour de 6s, ce point se placera k Fintersec- 
tion p' des arcs d6crits avec les rayons ip et sf\ et ensuite, 
en tirant sp', on trouvera hsp' pour troisi^me face. Si on 
considfere 1' angle trifedre d6termin6 par le point q et qu'on 
fasse les m6mes constructions, on aura 6sg' pour troisifeme 
face. 

Remarques. Si des points p et g on abaisse des perpen- 
diculaires sur jt, et qu ensuite, par leurs pieds, on mfene 
des perpendiculaires i s6, ces derniferes lignes doivent 
passer respectivement aux points p' et g'. 

Le problfeme n'a deux solutions que dans le cas ou les 
points p et g sont tons deux du c6t6 in. Lorsque le point 
q tombe du c6t6 in' il ne fournit pas de solution. Quand le 
demi-cercle fpq est tangent k in, les deux solutions se r6- 
duisent k une seule. Enfm, si le cercle et la droite ne se 
rencontraient pas, le problfeme serait impossible. 



DEUXifeME PARTIE. 



SURFACES COURBES ET PLANS TANGENTS. 



Generation des surfaces. 

A5. Quelle que soit la surface que Ton consid^re, on 
doit toujours chercher dans sa definition, ou dans sa gene- 
ration, ou dans ses propri6t6s, les elements propres i la 
determiner; de telle sorte que, ces elements etant une 
fois donnes, on en pourra deduire la solution de toutes 
les questions relatives k la surface. G'est ainsi qu un plan 
est determine par ses deux traces, et une sphere par son 
centre et son rayon. 

S'il s'agissait de determiner une surface dans le seul but 
de la distinguer de toutes les autres, on confoit que les 
elements propres k remplir cet objet pourraient varier 
d'une infinite de manieres diiferentes. Mais il faut, et cette 
condition est essentielle, que ces elements soient d'un em- 
ploi facile dans les recherches auxquelles la surface doit 
etre soumise. A cet egard, le choix est rarement embar- 
rassant : car les surfaces sur lesquelles s'exerce la geometric 
descriptive sont toujours connues par leur generation, et 
cette generation mfime fournit les elements qui les deter- 
minent de la maniere la plus simple, et en mSme temps 
la plus commode pour les constructions. 

46. Toute surface pent 6tre consideree comme engendr^e 
par le mouvement d'une ligne, de forme constante ou va- 
riable. Ainsi, on decrit le plan en faisant glisser une droite 
paralieiement h elle-meme le long d'une droite, ou en la 
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faisant tourner perpendiculairement autour d'une droite 
fixe qu elle rencontre constamment au mfifne point : dans 
cet exemple la g6n6ratrice ne change pas de forme, c'est 
toujours une ligne droite. La sphfere est produite par la ro- 
tation d'un grand cercle autour d'un diamfetre, et ici la 
g6n6ratrice conserve encore la m6me forme ; mais on peut 
aussi obtenir la sphfere en faisant mouvoir un cercle de 
manifere que son plan reste perpendiculaire k un m6me 
diam^tre, que son centre doit toujours sur ce diamtoe* et 
que sonr rayon varie suivant une loi convenable. 

En gSn^ral^ on peut tracer sur quelque surface que ce 
soit une premiere ligne k volont^, puis aupposer que cette 
ligne se meut, en changeant de forme si cela est n6ces^ 
•aire, de manidre h engendrer la surface. Mais, dans les 
applications, il y a pen d' utility k envisager la g6n6ration 
des surfaces sous un point de vue aussi g6n6ral, et c'est 
toujours k celle qui convient plus sp6cialement k chaque 
•orte de surfaces qu'on doit avoir recours. 

La ligne dont le mouvement engendre une surface se 
nomme giniralrice. Une ligne, droite ou courbe, qui sert 
k dinger le mouvement de cettd g6n6ratrice se nomme 
ligne difectrice4 Quand on se sert d'un plan pour dirig^ ce 
mouvement, o'est un plan directeur. Quand on emploie une 
mufuce, o'est une surfaae dinclriee, 

Da plan tangent et de la normale. 

47. Dne courbe peut 6tre consid6r6e comme un polygene 
dont les cdt^s sont infiniment petf ts, et alors les tangentes 
sent les droited quon obtient en prolongeant les c6t6s 
indAfifiitnent. De mfime ime luiface courbe peut %tn bmm* 
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milte k un poly ^d re dont les faces sont iDfiniment petites, 
at un plan tangent n'est autre chose que le plan d*une de 
ces face$^ $uppo$i indifini. 

Ainsi, pour avoir une id^e nette de ce que doit 6tre le 
plan tangent en un point d'une surface, il faut imaginer 
qu*on a pris autour de ce point une partie infiniment petite 
de cette surface : cette partie peut 6tre regard^e comme 
situ^e dans un plan, et c est ce plan, consid^r^ comme 
ind^finiment prolong^, qui est le plan tangent* 

hS. Goncevons par le point de contact tant de lignes 
qu'on Youdra, trac^es sur la surface, et prenons, k partir 
de ce point, des parties infiniment petites de ces lignes; 
elles seront toutes situ^es dans le plan tangent. Mais, d'un 
autre c6t6, ces parties peuvent §tre consid6r6es comme des 
lignes droites, et en les prolongeant ind^finiment, elles 
seront les tangentes aux lignes trac^es sur la surface ; done 
chacune de ces tangentes a une portion infiniment petite 
de sa direction, qui est contenue dans le plan tangent ; 
done elle y est tout emigre : c'est-k-dire que le plan tangent 
a une surface eontient les tangentes menies^ par le point de 
contact^ a toi^s les lignes qu'on peut tracer par ee point 
sur la surface* 

h9. Cette conclusion derive imm6diatement des consid^ 
rations infinitisimales sur lesquelles reposent les definitions 
de la tangente et du plan tangent; mais on peut s'en alFraii- 
chir de la mani6re suivante. 

D*abord il faut rappeler que, si on mfene une droite qm 
rencontre une courbe en deux points, et si ensuite on la 
fait tourner autour de Tun d'eux, de mani6re que I'autre 
vienne coincider avec lui aprte s'en 6tre rapprochd de plus 
tn phis, la droite id«at alors prendre vm position d4ter- 
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min^e, dans laquelle on lui donne le nom de tangents. 
Gela pos6, je vais prouver que les tangentes menses, par 
un point d'une surface, aux difKrentes lignes qu'on peut 
tracer par ce point sur la surface, sont toutes situ6es dans 
un mSme plan ; et ce sera ce plan que nous conviendrons 
d'appeler plan tangent. 

Pour d6montrer cette proposition, je regarderai la sur- 
face comme engendr6e par le mouvement d*une ligne, et, 
pour plus de nettet6, je supposerai d'abord que cette ligne 
est de forme invariable. Soit M un point quelconque de la 
surface (pi. II, fig. li), et AA'la gen6ratrice passant par 
ce point; consid^rons-la dans une position GG', aussi 
voisine qu'on voudra de AA', et supposons que le point N 
soit celui qui vient se placer en M, en d6crivant la route 
GG' sur la surface. Soit encore MD une courbe quelconque 
trac6e par le point M sur la surface, et P son intersection 
avec la g6n6ratrice GG'. Enfin, par les points SI, N, P, pris 
deux k deux, menons les s6cantes MR, NS, MT. 

Maintenant concevons que la g6n6ratrice GG' se rap- 
proche de AA', et qu enfin elle vienne coincider avec AA': 
au moment ou la coincidence 8'6tablit, les points N et P 
viennent se confondre avec le point M, et dfes lors les trois 
s^cantes deviennent des tangentes aux trois courbes GG', 
AA', MD. Or, pendant que les trois s6cantes varient de 
position, ily atoujours unplan qui les contient toutes les 
trois; done, au moment ou elles deviennent tangentes, 
elles doivent encore 6tre dans un m6me plan. 

La demonstration pr6c6dente s'applique aussi au cas 
ou la g6n6ratrice GG' change de forme ; mais alors elle est 
sujette i une difficult^, resultant de ce que la definition de 
la tangente k une courbe exige que la courbe conserve sa 
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forme pendant que la s6cante, dont la tangente est 
la limite, tourne autour d'un point de cette courbe. Quoi 
qu'il en soit, comme nous n'aurons k consid6rer dans la 
suite que des surfaces dont la g6n6ratrice est de forme 
constante, nous pourrons admettre comme prouv6 que le 
plan des tangentes men6es aux courbes CC et AA', con- 
tient la tangente k une courbe quelconque trac6e par le 
point M sur la surface : conclusion qui revient exacte- 
ment k celle du num6ro pr6c6dent. 

50. Cette proposition est de la plus grande importance 
dans la recherche des plans tangents : car, comme il sufSt 
de deux droites pour determiner un plan, il s'ensuit que 
pour construire le plan tangent en un point donn6 d'une 
surface, il n'y a qu'a mener les tangentes i deux lignes seu- 
lement, trac6es sur cette surface, et a conduire un plan 
par ces tangentes. 

II est inutile de dire qu'il faudra toujours choisir sur la 
surface les deux lignes dont les tangentes sont les plus fa- 
ciles k trouver. Par exemple, si Ton pent mener par le point 
de contact deux droites qui soient entiferement contenues 
sur la surface, on remarquera que ces droites sont k elles- 
mfimes leurs propres tangentes ; et par suite le plan tangent 
sera d6termin6 par ces deux droites. Ge cas est celui de cer- 
taines surfaces gauches dont les propri6t6s seront expos6es 
plus loin (n** 64-75). Du reste, on verrabientdt que, dans 
chaque genre de surfaces, le plan tangent jouit de pro- 
pri6t6s particuliferes qui en facilitent la determination. 

51. On appelle normale la perpendiculaire au plan tan- 
gent, men6e par le point de contact. 
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Des dlff($rent8 genres de surfaces. 

62. II y a des surfaces qui sont d'un usage fr6quent dans 
les arts de construction, et auxquelles on doit une attention 
particulifere. G'est de celles-lk seulement que je m'occupe- 
rai, et je les distribuerai en trois classes : les surfaces 

D^YELOPPABLESy LES SURFACES DE R£Y0LUTI0N, LES SURFACES 
GAUCHES. 

53. Surfaces d^yeloppables. EUea sont engendr^es par 
une droite qui se meut de mani^re que, dans chacune de 
ses positions, elle soit dans un m^me plan aYec la position 
infmiment voisine. II est bien entendu que la g^n^ratrice 
est toujours ind^finie, k moins qu'on n'aYertisse du con- 
traire. Parmi ces surfaces, nous remarquerons le cylindre 
et le c6ne. 

Le cylindre est engendr^ par une droite qui se meut pa- 
rallfelem^nt k elle-^mSme, en s*appuyant sur une courbe 
quelconque ou en suivant telle autre loi qu on Youdra. De 
cette gto^ration il r^sulte qu'un plan parallfele k une gi§- 
n^ratrice ne peut couper la surface que suivant une ou 
plusieurs de ses generatrices. 

Le cAne est engendrS par une droite qui passe constam* 
ment par un point fixer ou sommet^ et qui se meut autour de 
ce point suivant une loi quelconque. Les deux parties d'un 
edne, s^par^es par le sommet, se nomment nappe$, II est 
Evident qu un plan menS par le sommet doit en general 
couper le c6ne suivant une ou plusieurs droites passant au 
sommet. 

6i. Pour avoir une^ id^e nette des surfaces dSveloppa- 
bles en general, prenons les choses de plus haut, et consi- 
d^rons la surface qu on obtient en prolongeant ind^finiment 
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les c6t68 d'un polygene ABCD,,,. (fig. 15), dont trois cdt^s 
coBs6cuti& quelconques ne sont pas dans le m^me plan. 
Cette surface, ou, si Ton veut, ce poly^dre, se compose des 
faces PAQ, QBR,..» qui ne pont autre chose que des por- 
tions angulaires de plans; et m^me rien n'emp^cbe de conr 
cevoir toutea les arfetes comme prolong6es de T autre c6t6 
du polygoQe, et formant une seconde surface poly^drale, 
sSpar^e de la premiere par le polygone ABGD. . . , de m6me 
que les nappes d'un cdne le sont par le sommet. Supposona 
que le polygone soit inscrit dans une courbe donn6e et 
augmentons successivement le nombre de ses cdt^s : on i6- 
terminera ainsi une s^rie de poly^dres dont cbacune dep 
ar6tes sera dans un m^me plan avec Tar^te imm^diatenaent 
voisine; par consequent la limite de ces polyfedres sera une 
surface courbe dou^e de la mSme propriety, c'est-^dire 
qu'elle sera une surface d6veloppable. 

En passfuit ainsi h la liipite, le polygone se confond avee 
la courbe donn^, et les aretes du poly^dre deviennent tan- 
gentes k cette courbe ; done une surface d^veloppable peut 
6tre d6crite par une droite qui reste constamment tangente 
k une courbe. Monge donne i cette courbe le nom ^ arete 
de rebrousiement- 

Le cylindre et le cdne 6cbappent k cette generation, 
parce que, dans Fun, lea generatrices sont paralieies, et 
que, dans Fautre, elles passent toutes par un meme point. 

55. Une propriete bien remarquable des surfaces deve* 
loppables, et qui est bien exprimee par leur denomination 
m^me, c'est qu une portion quelconque d*une telle surface 
peut toujours s'etendre dans un plan sans dechirure ni 
duplicature. En effet, pour cela, il suiiit de laire tourner 
succ^sivem^nt cbacun des elements plans, dont cette per- 
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tion de surface est coinpos6e, autour de la g6n6ratrice qui 
le s6pare de r616meiit voisin. De cette manifere, on pourra 
amener un premier 616ment sur le plan du suivant, T en- 
semble de ces deux 616ments sur le plan du troisifeme, et 
ainsi de suite. 

56. line autre propri6t6 remarquable des surfaces d6- 
veloppables, c est que dans toute surface appartenant k 
cette classe, cylindre, c6ne, ou autre, le plan tangent doit 
contenir une g6n6ratrice tout entifere, et 6tre tangent k la 
surface en chaque point de cette g6n6ratrice. 

Cette proposition derive imm6diatement de la g6n6ration 
des surfaces d6veloppables, et se d6montre facilement par les 
considerations infinit6simales dont on a d6jk fait usage (48) . 
En effet, dans ces surfaces, une g6n6ratrice donn6e est 
toujours dans un mfeme plan avec la g6n6ratrice voisine : 
or il est Evident que ce plan, prolong^ ind6finiment en tons 
sens, est tangent k la surface en chaque point de la g6n6- 
ratrice donn6e. C'est sur cette propri6t6 qu'on s'appuieja 
pour construire les plans tangents aux cylindres et aux 
cdnes. 

57. Surfaces de b£volution. EUes s'engendrent en fai- 
sant tourner une ligne autour d'un axe fixe. On nomme 
plans miridiens les plans qui passent par Taxe, et miridiens 
les intersections de ces plans avec la surface. 11 est clair 
que tons les miridiens sont ^gaux. 

II est 6galement clair que les perpendiculaires adbaiss6es 
sur Faxe, par les diff6rents points de la g6n6ratrice, d6cri- 
vent des cercles, dont les plans sont perpendiculaires k 
Faxe. Ces cercles se nomment paralleles. 

58. Comme exemples de surfaces de revolution, je me 
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bornerai k citer la sphire qui est si connue, et la surface 
gauche de revolution. Gette derni^re est celle que dterit 
one droite en toumant autour d'un axe qui n'est pas situ6 
avec elle dans un m^me plan. La plus courte distance de 
la g^n^ratrice k Faxe est une droite perpendiculaire k ces 
deux lignes {Introd. 39) , et par consequent elle dterit 
autour de I'axe le paralieie du moindre rayon. Ce pand- 
leie se nomme gorge ou collier. Les propriet^s de cette 
surface seront expos^es num6ros 6&-70. 

59. Dans toule surface de rivolutiont le plan tangent est 
perpendiculaire au plan miridien qui passe au point de 
contact. 

En efifet, le plan tangent doit contenir la tangente au 
paralieie qui passe au point de contact (&8) : or le plan de 
ce parall&le est perpendiculaire au plan miridien, et la 
tangente k ce parall61e est perpendiculaire au rayon qui 
est I'intersection des deux plans; done cette tangente est 
perpendiculaire au plan miridien; done le plan tangent 
Test aussi. 

60. Surfaces gaughes. On nomme ainsi les surfaces qui 
sent engendr^es par une ligne droite, et qui ne sent pas 
developpables. 

Toutes les surfaces dScrites par une droite, solt gauches, 
soit d^veloppables, sont comprises dans la denomination 
generale de surfaces rigUes. 

61. Parmi les differents moyens de determiner le mou- 
vement d'une droite pour lui faire decrire une surface 
gauche, le plus simple est de Tassujettir k rencontrer con- 
stanunent trois lignes ou directrices donnees. Pour de-* 
montrer qu*en effet la surface est alors determinee, prenons 

6 
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un point quelconque M de la premiere directrice A (fig# 16), 
6t regardonsHle comma le sommet d'un c6ne engendr^ 
par une droite qui s'appuie sur la seconde B. Ce cdne ira 
GOuper la troisiime directrice G en un point P ; et la droite 
MP, me&de par les points M et P, 6tant tout enti^re sxir 
ee cdne^ doit rencontrer la ligne B en quelque point N, et 
par consdquent elle s'appuie sur les trois directrices, bmjl 
points M, N, P- Si on conpoit que tons les points de la pre- 
miere directrice soient pris successivement pour sommets 
de diff6rents c6nes, la droite MNP, qui rencontre les trois 
liirectricesi changera continuellement de position et d6- 
crira une surface, qui est ainsi compl6tement d6termin6e« 

II 86 pourrait que les trois directrices fussent sur une 
surface d^veloppable^ Alors la giSn^ratrice, en glissant sur 
ces directrices* d^crirait cette surface elle-piSme. 

62. Les surfaces gaucbes que iious remarquerons sont 
les suivantes : 

i"" V hyft^rbolo'id€ a um nappe^ engendrS par une droite 
qui se meut sur trois droifes non parallfeles i un mftme 
plan. La surface gauche de revolution en est un cas par- 
lier (67, icolie). 

£• Le paraboldide hyperbolique ou plan gauche ^ engendr6 
par une droite qui se meut sur deux droites, en restant tou- 
jours parallfele iunplan directeur. On d6montrera (78, sco- 
lie 11) que cette surface est la mfeme que dfcrit une droite 
qui glisse sur trois droites parallfeles i un plan *. 



"^ Vh^tMolin A 1IQ6 nappa et te p«rtboIoide hyperboliqbe sont le$ 

seule^ surfaces gauches dont Tequation soit du second degre\ et pour cette 
raison on les designe souvent sous la denomination de surfaces gauches du 
$9comi »dr99 
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8* he cylindre gauche^ engendr6 par une droite assujettie 
k demeurer parallile k un plan directeur, et k s'appuyer I 

BUT deux courbes quelconques. j 

4* Le cono'ide^ engendr6 par une droite qui reste parallfele ' 

li un plan directeur, et qui glisse sur une droite et sur une 
courbe. 

63. Je vais exposer maintenant les propri6t6s des sur- 
faces gauches. Mais le lecteur, qui voudrait se borner k la 
partie la plus 6l6mentaire de la th^orie des surfaces, pourra 
passer imm6diatement aux problfemes (76) , et alors il devra 
laisser de cdt6 ceux qui sont relatifs aux surfaces gauches. 

Propriety de la surface gauche de r^olntion. 

6i. THfiORtME (fig. 17). Les giniratrices de la surface 
gauche de r&volution se projetient sur le plan du collier sui- 
vant des tangentes au collier. 

Concevons, par un point quelconque A du collier, une 
g6n6ratrice AG et une parallfele AD k Taxe OZ. Soit le 
centre du collier : le rayon OA 6tant perpendiculaire k OZ 
et AG, doit Tfetre au plan DAG, et par consequent aussi k la 
trace, AR, de ce plan sur le plan du collier. Or ARest 6vi- 
demment la projection de la g^n^ratrice AG; done cette 
projection est tangente au collier. 

65. TfflfiORfcME (fig. 17). On pent mener^ par chaque point 
de la surface^ deux droites qui s'appliquent sur cette surface 
dans toute leur Vendue. 

Soient OZ Taxe de la surface, OAle rayon du collier, AG 
la g6n6ratrice, et AD une parallfele k Taxe. Le plan DAG 
6tant perpendiculaire k OA, Test aussi auplan mferidien ZOA, 
et sa trace AR, sur le plan du collier, est tangente au col- 



8A DEUXl^ME PARTIE. 

lier : c'estcequ'on vient de voir dansleth6orfemepr6c6dent. 
Maintenant, dans le plan DAG faites Tangle DAH =DA6; et 
je dis que AH, en tournant autour de Faxe, d6crirala m6me 
surface que AG. 

Pour le d^montrer, menez perpendiculairement k Taxe 
un plan quelconque qui coupe cet axe en L, les lignes AG, 
AD, AH, en G, D, H, et le plan GAH suivant la droite GDH ; 
joignez LG, LD, LH. Les triangles ADG, ADHsont rectangles 
en D, Tangle DAG=DAH, et le cdt6 AD est commun : done 
DG z=z DH. Par suite les triangles DGL, DHL sont 6gaux 
conune ayant DL commun, DG=:DH, et Tangle droit 
GDL = HDL ; done LG = LH. De li on conclut que le point 
H d6crira le m6me cercle que le point G, c*est-i-dire que, 
sur les droites AG et AH, les points qui sont k 6gale distance 
du collier d6crivent le mfeme parallfele. Done ces droites 
engendrent la m6me surface; done, par chaque point de 
cette surface, on pent tracer deux droites qui s'appliquent 
sur elle exactement 

Corollaire. II y a done deux syst6mes de generatrices k 
consid6rer sur la surface. L'un embrasse les difilSrentes po- 
sitions de la droite AG ; et Tautre, celles de la droite AH. 

66. Th£or£me (fig. 17). Le centre du collier est en mime 
tempi le centre de la surface : c'est-k-dire qiiil partage en 
deux parties igaUs toutes les droites menies par ce point et 
terminies a la surface^ 

Quand la rotation a place le point A en A' & Tautre extr^- 
mite du diametre AA', et les lignes AR, AG, AD, AH, en 
A'R', A'G', A'D', A'H', il est clair que les tangentes AR et A'R' 
sont paralieies, ainsi que les plans GAH et G'A'H'. Par suite 
les droites AG et A'H', qui font les angles GAR et H'A'R" 



SURFACES GOURBES ET PLANS TANGENTS. 85 

^aux entre eux et de m6me sens, doivent 6tre parallfeles 
entre elles. Si done, par le point et par un point quel- 
conqueM de AG, on m6ne une droite, elle ira couperA'H' en 
un point N, et on aura ON =0M, ce qui revient k r6nonc6. 

67. Tni^ORiiME (fig. 18) . Deux gin&ratrices de systitnes 
diffirents sont toujours dans un mime plan; mais deux gini- 
ratrices d*un mime systems n'y sont jamais. Trois de ces 
dernieres^ prises comme on voudra^ ne peuvent pas non plus 
Sire paralleles au mime plan. 

Supposons que la rotation aitamenS lesIignesAD, AG, AH, 
dont 11 est parl6 dans le th6orfeme pr6c6dent en A'D', 
A'G', A'H', et la tangente AR en A'R'. Les g6n6ratrices AG, 
A'G' appartiendront au premier systfeme, et AH, A'H', au se- 
cond. Par le point de rencontre des deux tangentes menons 
KRK' parallfele k Taxe OZ, cette parallfele sera rintersection 
des plans GAH, G'A'H'. Comme les angles GAR, H'A'R sont 
6gaux, et que AR=A'R, il est facile de voir que les droites 
AG, A'H' vont couper RK au mfime point ; done deux g6n6- 
ratrices de syst6mes diff^rents sont toujours dans un m6me 
plan. 

Quant aux droites AG et A'G', si elles se coupaient, ce ne 
pourrait 6tre que sur la ligne KK' : or, les angles GAR et 
G'A'R' 6tant 6gaux, il est 6vident que Tune de ces g6n6ra- 
trices coupe KK' au-dessus du point A, et Tautre au-des- 
sous ; done elles ne se rencontrent pas. D'ailleurs, les lignes 
AG, A'G' ne peuvent pas 6tre parallfeles : car, si elles T^taient, 
les plans GAD, G'A'D' le seraient aussi, et A'R' serait paral- 
lile k AR. Mais alors AG et A'G'auraient la position qu' elles 
occupent dans la iSgure 17 ; les lignes A'G' et A'H' seraient 
done toutes deux paralleles k AG, ce qui est impossible. 
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Done deux generatrices d'un mdme syst6me ne sent jamais 
dans un m6me plan. 

Maintenant, prenez k volonte trois generatrices d'unmeme 
systeme, et menez-Ieur des paralieies par un point de Taxe. 
Puisque, dans un m6me systeme, il n'y a point de genera- 
trices paralieies entre elles, ces paralieies seront trois 
droites distinctes; et puisque toutes les generatrices sont 
egalement inclinees sur Taxe, ces paralieies feront des 
angles egaux avec Taxe. De 1^ on conclut qu'elles ren- 
contrent le plan du collier en trois points places sur une 
circonference de cercle, et que par consequent elles ne sont 
pas dans un meme plan; or, c'est ce qui devrait etre si les 
trois generatrices etaieni paralieies k un plan. Done trois 
generatrices d'un meme systeme ne peuvent pas etre pa^ 
ralieies au meme plan. 

Scolie, II est clair que la surface pent etre decrite en fai-^ 
sant glisser ^une droite sur trois generatrices quelconques 
prises dans un mdme systeme, et qu'on regarderait comme 
trois directrices fixes ; done la surface gauche de revolution 
est un cas particulier de Thyperboloide k une nappe (62). 

68. Th£or^e (fig. 10) . Si par le centre de la surface 
on mine une parallele a une giniratrice^ et que ces deux 
lignes tournent en mime temps auiour de taxe sans cesser 
d'itre paralUles^ la premiire dicrit un c6ne droit qui est 
asymptote de la surface gauche dicrite par la seconde : cest- 
Or-dire que le cAne peut approcher de cette surface aussi pris 
qxion v^^ satis jamais fatteindre. 

La proposition se reduit k demontrer que si on coupe 
les deux surfaces par des plans perpendiculaires k Taxe, 
la difference entre les rayons des cercles concentriques, 



SURFACES COtRBES ET PUNS TANGENTS, 87 

r^ultant d'une mdme section, peut devenir aussi petite 
qu'on voudra, sans jamais 6tre nulle. 

Soient AG une g6n6ratrice de la surface, et OL ^ pih 
rallfele sur le c6ne. Je m6ne perpendiculairement k Taxe OZ 
un plan qui rencontre cat nxe en P, AG en Mi et 0L> QO N : 
il est clair que ee plan coupe lea deux surfaces suivant de9 
cercles dont les rayons sont PM et PN. Menez AR twg^pt9 
au collier i on salt, par les th^or^mes prSc^dents, qu^ le 
plan GAR Qst perpendiculaire au plan du coUier; dooPi si 
on m^ne MR perpendiculaire k AR, cettQ Ugna 36m ^9^ 
perpendioulaire au plan du collier, et parall^le i 0Z« Par 
suite MB=OP et Tangle AMR = NOP; done les triai^gl^ 
rectangles MAR, ONP sont 6gaux; done AB=5:PN. 

Le triangle rectangle OAR donne OH' — AR* es 61' $ dona 

PM' — PN' = OA' ; done, si on fait OA = a, PM:sR^ 
PN = R', il viendra 

W — R'* = a\ 

Mais R^ ~R'' = (R + R') (R— R') ; done 



R— R= '"' 



r 



R+R 

Or, en faisant des sections de plus en plus 6loigtt^es du 
collier, les rayons R et R' deviennent de plus en plus 
grands, et mfeme ils peuvent d6passer toute limite; done la 
valeur pr6c6dente de R — R' peut devenir aussi petite 
qu on veut, sans jamais 6tre nulle. C'est ce qui 6tait 4 
d^montrer. 

Scolie, II est clair que ebaque g^n^mtrice de la soifaoe 
gauche de revolution a sa parall^e sur le c6ne asymptote, 
et rteiproquement : de sorte qu'cm peut regarder ce cOne 
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comme le lieu des droites qu'on obtient en transportant au 
centre de la surface gauche toutes les generatrices de Tun 
et Tautre systfeme. 

69. Th£or£me (fig. 20). Unplan conduit par Taxe Sunt 
iurface gauche de revolution coupe cette surface suivant une 
hyperbole. 

Soit DEED' un plan qui passe par Taxe XX', et qui 
coupe le cercle de gorge suivant le diamfetre TY'; soit M 
un point quelconque de Tintersection de ce plan avec la 
surface, et soit MA la g^neratrice qui passe en ce point et 
rencontre le cercle de gorge en A. Abaissons les perpendi- 
culaires MP et MQ sur OX et OY, puis tirons AQ et OA : 
MAQ sera ^gal k Tangle constant que fait la g^neratrice 
avec le plan du collier. Posons angle MAQ = a, OA = a, 
OP = a?, MP=y : le triangle AMQ donne d'abord AQ= 
MQx cot a =0? cot a; ensuite, par le triangle rectangle 

OAQ, on a OQ* ou j/", savoir : 

[1] »* = a;'cot'a+a». 

Cette equation repr^sente une hyperbole. 

Scolie I. Les asymptotes de cette hyperbole out pour 
equations y = ±: jj cot a ; done elles font avec Taxe XX' le 
meme angle que les generatrices de la surface, et pai* con- 
sequent elles sont sur le c6ne asymptote, dont la denomi- 
nation se trouve ainsi justifiee de nouveau. 

Scolie II. U est evident qu'on reproduirait la surface en 
faisant toumer Thyperbole autour de son second axe XX' ; 
et pour cette ndson on la d6signe encore sous le nom 
d* hyperboloUe de revolution a une nappe. En faisant towner 
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I'hyperbole aulour de son premier axe YY', on aurait un 
hyperbohide a deux nappes. 

Scolie III. Consid6rons une autre surface gauche de r6- 
volution ay ant le m6me axe OX que la pr^c^dente, mais 
dont le centre soit plac6 k une hauteur OH =ft au-dessus 
du point 0. Soient a! le rayon de son collier, et a' Tangle 
de sa g6n6ratrice avec le plan de ce collier. Pour avoir la 
section faite dans la nouvelle surface par le plan XOY, et 
rapport6e aux mfimes axes OX et OY, il sufTit de remplacer, 
dans I'fiquation [1], a pai* a\ a par a', et x par x — ft. De 
cette mani^re, il vient 

[2] y*= (j;— ft)'cot* a'+a'». 

II est Evident que les deux surfaces ne peuvent se cou- 
per que suivant des cercles dont les plans sont perpendi- 
culaires k Taxe OX, et queces plans rencontrent Taxe OX k 
des hauteurs pr^cis^ment ^gales k celles des points d'inter- 
section des deux hyperboles repr6sent6es par les 6qua- 
tions [1] et [2]. Pour avoir ces hauteurs il sufiit done d'61i- 
miner y entre les deux Equations, et de tirer les valours de 
X de r Equation r^sultante, laquelle est 

[3] (a:— ft)*cotV— a;'cot*a+a"— a»=0. 

Maintenant supposons a!>a9 et mettons, dans cette 
demi^re Equation, a* — a* ou ziro au lieu de a*, et 
o" — a' au lieu de a'* : cette Equation reste la mfeme. Or, 
par le changement de a* en a* — a*, la premifere surface 
gauche se r^duit k son cOne asymptote; et, par le chan- 
gement de a'* en a" — a*, la seconde se trouve remplac6e 
par une autre surface gauche qui n'en diffi^re que par son 
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collier, lequel a pour rayon v/o'* — «% quantity facile a 
trouver g^om^triquement. On voit done par Ik comment 
la construction des cercles communs i deux surfaces 
gauches de revolution, qui ont le m6me axe, pent se rame- 
ner au cas plus simple oii Tune des deux surfaces serait 
un c6ne. 

Cette remarque servira (141) i construire T intersection 
d'une droite avec une surface gauche de revolution, 

70. THtORfeME (fig. 21). En coupant la surface gauche de 
revolution par des plans quelconques^ on peut obtenir des 
ellipses^ des paraboles et des hyperboles. 

Soit BY la trace d'un plan quelconque sur celui du col- 
lier : j'abaisse, du centre de la surface, la perpendiculaire 
OB sur BY, et je conduis un plan par OB et par Taxe OZ 
de la surface. Ce plan sera perpendiculaire au plan coupant, 
et le rencontrera suivant une droite BX perpendiculaire k 
BY. Soit M un point quelconque de la courbe qui r6sulte 
de la section faite dans Thyperboloide : je mfene Tordonnfie 
MP perpendiculaire k BX, et je pose BP=a:, MP=y. OA 
6tant le rayon du collier, et MAQ Tangle d'une g6n6ratrice 
quelconque avec le plan du collier, je ferai OA=a, MAQ=a, 
Enfin, pour fixer la position du plan coupant, je prendrai 
la distance OB = 6 et Tangle OBX =p. 

II s'agit d'arriver k une relation entre les coordonn6es x 
et y. A cet effet, supposons que la gen^ratrice passant au 
point M soit la droite MA, laquelle rencontre le collier en 
A. Menons AQ tangente au collier, MQ perpendiculaire 
k AQ, et PR perpendiculaire k BO ; puis tirons OA, OQ, QR. 
La f^ure MPBQ sera ua rectangle, et on aura PR=MQ, 
QR = MP = y. 
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Le triangle OQR est rectangle en R, et donne QR' 
ou y* = OQ' — OR*. Or le triangle rectangle OAQ donne 
OQ*=AQ*+a«; done 

Dans le triangle BPR, T hypotenuse B? = x et Tangle 

PER =p; done MQ=PR = a? sin p. Par suite le triangle 

rectangle MAQ, dans lequel Tangle MAQ est 6gal k a, 

donne 

AQ = MQxcot a = a; sin p cot a. 

Du mfeme triangle BPR on tire BR = a? cos p, et de Ik 

r6sulte 

OR =BR— BO =x cos p — 6. 

Substituons ces valeurs de AQ et de OR dans Tezpression 
de y*, et il vient 

y* =ic*sin'P cot* a — (ajcosp — 6)* + a' 
= (sin* p cot* a — cos* p) x*+2bx cos p + a* — 6*. 

Au moyen des relations connues 

• o M ' iQ xt ^s*a 1 — sin*a 
cos* 8 = 1 — sm*P, cot* a = -.-7- = — j-^ — , 
^ ^ sin*a sin*a 

on pent changer la valeur de y* en celle-ci 

t*^ y*=(lH^-*)^'+26cosp.x+a«-6*; 

et telle est T^quation de la courbe d'intersection de la sur- 
face gauche par un plan quelconque. 

II est permis de supposer que a etp sent des angles aigus. 
Dto lors il est facile de voir que cette Equation repr^nte 
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une ellipse, une parabole, ou une hyberbole, selon qu'on 
prend p < a, p = a, ou p >a : car, dans le premier cas, le 
multiplicateur de x^ est n^gatif, il est nul dans le second, 
et positif dans le troisi^me. 

Scolie I. Si on fait a=0, le rayon OA devient nul, et 
rhyperbololde se change en son c6ne asymptote. Par cette 
hypothfese r6quation [AJ devient 

[5] y«= /?p!|_i\^*+26cosp.a?— 6«; 

et comme le coefficient de x* n'a point change, on en conclut 
que les sections faites par le mfeme plan, dans Thyberbo- 
loide et dans le cdne asymptote, sont des courbes de 
m6me espSce. 

Scolie IL Transportons le plan coupant parallfelement 
k lui-m6me au sommet du cdne, ^t pour cela faisons 6 = 0: 
r^quation [6] se r^duit k 



/sinV \ 



Celle-ci donne un point unique quand TSquation [h] 
repr6sente une ellipse; une droite, quand T Equation [4] 
repr^sente une parabole; et deux droites qui se coupent 
quand T^quation [4] repr6sente une hyperbole. Ainsi, pour 
juger si une section de Thyperboloide est une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole, il suffit d' examiner si un plan 
parallfele, passant par le centre, coupe le cdne asymptote 
en un point unique, suivant une droite, ou suivant deux 
droites. Et, dans le dernier cas, on doit observer que 
les deux droites sont parall61es aux asymptotes de Thy- 
perbole. 
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ScoUe III. Le cas ou la surface est couple par un plan 
qui passe suivant Faxe, est compris dans F^quation [A]. 
Pour Ten dSduire, il faut supposer que le point B est plac6 
en 0, et que la ligne BX coincide avec OZ : c*est-i-dire 
qu'on doit faire 6 = 0, et p =^90*. Alors en efiet on retombe 
sur r6quation [1], y* = x^ cot* a -f a*. 

Sar I'hyperbolo'ide k ane nappe et le parabolo'ide hyperbolique. 

71. Th£or£:me. Vhyperboloide a une nappe pent Sire 
engendri de deux maniires differentes par le mouvement 
d^une droite. 

D'aprfes la definition (62), cette surface est d^crite par 
une droite qu'on ferait glisser sur trois droites fixes qui ne 
sont point parall^les k un m6me plan. DSsignons par A, B, G, 
ces trois directrices, et supposons que trois g6n6ratrices 
quelconquesa, 6, c, soient prises pour dinger le mouvement 
d*une droite mobile. La proposition qu'il faut d^montrer, 
c'est que la nouvelle surface, ainsi d6crite, est identique 
avec la surface donn^e ; et tout se r^duit k faire voir qu'une 
g^n^ratrice prise k volenti sur Tune des surfaces est ren- 
contr6e en chacun de ses points par une gSn^ratrice de 
Tautre surface : car alors il sera Evident qu'elle est tout 
enti^re sur cette demi^re surface. J'^tablirai d'abord le 
lenune suivant. 

Soient dannieB^ dans un plan, tant de droites qu*on vou^ 
dra^ partant d'un mime point A (fig. 22). Coupez-les par 
une droite CG; des points dHntersection E, E',... menez des 
droites a un point quelconque B, situe dans le plan ou hors 
du plan des droites donnies : puis^ supposez qu'on tire 
deux transfer sales 9 N'N" et V'P'\ de telle maniere qu'on ait 
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NN' : PP' :: N'N" : FP". Je dis qu'on aura la suite de rap- 
ports igaux 

[1] NN' : PF :: N'N" : P'F' :: N''N"' : PT", etc. 

ParallSlement k la transversale NN'" menez AG qui 
coupe GC en G, et joignez BG. Prolongez NN"' jusqu'i sa 
rencontre D avec la m6me droite GG', et menez parallfele- 
ment k BG la droite DQ, qui coupe les lignes BE, BE', BE",.- 
en Q, Q', Q'\... Enfin tirez AB, NQ, N'Q',... 

A cause des parallfeles DN et GA, DQ et GB, on a 
ED : DG :: EN : NA :: EQ : QB; done NQ est paraMe k AB. 
Un raisonnement semblable prouve que N'Q', N"Q",... sont 
aussi paranoics k AB. 

A cause de ces parall^les, on doit avoir la suite de rap- 
ports 6gaux 

[2] NN' : QQ' :: N'N" : Q'Q" :: N"N"' : Q"Q'", etc. 

Si on ne considfere que les deux premiers rapports, on 
pent 6crire NN' : N'N" : : QQ' : Q'Q". Mais par hypothfese, on 
a NN' : N'N" :: PP' : P'F'; done QQ' : QQ" :: PF : PP"; done 
QQ" est parall61e k PF', et par consequent on a 

[3] PF : QQ' :: FP" : QQ" :: P"F" : Q"Q'", etc. 

En comparant les suites [2] et [3]^ on conclut la suite [1] 
qui etait k d^montrer. 

Passons actuellement au th6or6me propose. Soient 
(fig. 23) AA', BB', GG'les trois directrices de Thyperboloide, 
et a6, ab\ a"b" trois g6n6ratrices quelconques, qui coupent 
ces directrices aux points a, ft, c, a', 6', c', a", 6", c". Gonsi- 
dferons les trois lignes aft, a'ft', a"b" comme les directrices 
d*une seconde surface gauche, et soit mm' une droite qui les 
coupe en m, m', m" : la droite mm! sera une g^n^ratrice 
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de cette surface. Prenons k volont6 un point o sur mm'; 
par ce point et par la ligne AA'conduisons un plan kb'"c'", 
qui rencontre les lignes BB' et CC aux points b'" et c"'; 
puis menons la droite b'"c'". Cette droite ira couper AA' 
en quelque point a"\ et par cons6quant elle sera une g6- 
n^ratrice de la premifere surface : or je vais faire voir 
qu'elle passe au point o. 

Par la droite CG conduisons les deux plans BGC, ACC : 
Tun parallfele k AM et rencontrant BB' en B, I'autre parallfele 
k BB' et rencontrant AA' en A; puis tirons Ac, Ac',... 
Be, Bo'.... Par les points m, m', m", menons des parallfeles 
k kk' : comme elles sont dans les plans Aac, Aa'c', Aa"c", 
• et que la ligne mm'm" est droite, il est clair qu elles ren- 
contrentAc, Ac', Ac" en trois points n, n', n", qui sont aussi 
en ligne droite. Par les mfimes points m, m', m", menons 
encore des parallfeles k BB', lesquelles rencontrent Be, Be', Be", 
aux points p, p', p", aussi en ligne droite. Imaginons les 
plans nmp^ n'm'p\ n"m"p'\ qui coupent GC en q, q\ q'\ et 
qui d6terminent les parall61ogrammes mnqp^ m'n'q'p\ 
m"n"q"p'\ Soient n"' Tintersection de nn' avec Ac'", et p'" 
celle de pp' avec Be'" : tirez n!"q"' parallfele k nq^ et joi- 

gnez p'Y"' 

Gette construction bien comprise, les parallfeles donnent 
Bur-le-champ mm* : m'm^' :.* nn' : n'n" :: pp' : p'p"; done, 
en vertu du lemme, on aura 

nn' : n'n" : n"n'" :: pp' : p'p" : ff. 

Mais, k cause des parallfeles n'g', n"j", n'"^'", on a 

n'n":n"n'"::^q":^Y'^ 

par cons6quent on a aussi p'p" :p"p"' ::q'q" :q"q"'; done 
p"'q"' est parallfele k p"q"' 
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Achevons le parall61ogramme n"^q"Y'm'" (on verra tout 
k Theure pourquoi les lettres o et tn!" sont plac6es sur 
le m^me point). Le cdt6 m!"n!" 6tant parall^le k mn doit 
6tre dans le plan des lignes mm!^ nn! ; et le cdt6 m"'p"' 6tant 
parallfele k mp doit 6tre dans le plan des lignes mm\ pp' : 
done le point m'" est commun aux deux plans. Or, la droite 
mm! est Tintersection de ces plans ; done le point m'" est 
sur la ligne mm'. Les lignes m'V" et m'"p'" sont aussi, 
respectivement, dans les plans A6'"c'" et Bb'"c"\ lesquels 
se coupent suivant b"'c!" ; done le point m'" appartient aussi 
k eette interseetion ; done 11 est commun aux droites mm' 
et b"V\ 

D*apr6s la construetion, le plan A6'V" reneontre la 
droite mm* au point o; done les points o et m'" coineident. 
Done tous les points d'une g^n^ratrice prise sur Tune des 
surfaces gauches, doivent aussi appartenir It Tautre surface, 
ee qui revient k dire que les deux surfaces n'en font 
qu'une. 

Scolie L II y a lieu k reconnaltre sur Thyperboloide, 
deux syst&mes bien distincts de generatrices ; et, d'apr6s la 
demonstration qui yient d'etre developpee, il est facile 
d'apercevoir que deux generatrices de systemes dliferents 
sont toujours comprises dans un meme plan. Mais elles ne 
le sont jamais quand elles appartiennent au mfime systeme : 
car, si alors elles etaient dans un meme plan, comme elles 
sont rencontrees par toutes les generatrices de I'autre sys- 
teme, celles-ci seraient aussi dans ee plan, et la surface 
serait plane ; done les trois droites directrices de la surface 
seraient dans un meme plan, ce qui est contraire k la 
definition de Thyperboloide (62). Trois generatrices d'un 
meme systeme ne peuvent pas non plus etre paralieies a 
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un plan : car si cela 6tait, la surface serait un parabo- 
loTde. Voyez la scolie II du n® 73. 

Scolie II. Quand les directrices AA', BB', CC sont paral- 
liles k un plan, auquel cas la surface, ainsi qu'on vient 
de le dire, se change en un paraboloi'de, les deux plans 
men6s par GC, respectivement parallfeles aux droites AA' 
et BB', se r6duisent k un seul, et la d6monstration pr6c6- 
dente n'a plus lieu. Cependant on verra tout k Theure (73) 
que le th6orfeme subsiste encore. 

72. THfiORtME. Avec les trots directrices Sun hyperboldide 
a une nappe, on pent construire un paralUUpipede dont trois 
arites sont sur ces directrices; et dont le centre est aussi celui 
de Vhyperboloide. 

Remarquons d'abord que deux droites 6tant donn6es, non 
situ6es dans le m6me plan, on pent toujours mener par 
chacune d'elles un plan parallfele k F autre, et que les deux 
plans ainsi d6termin6s sont parallfeles entre eux. Dfes lors il 
est Evident qu'on pent mener, par chacune des trois direc- 
trices, deux plans respectivement parallfeles aux deux 
autres, et qu'on aura de cette manifere six plans parallfeles 
deux k deux, qui formeront un parall616pipfede. Les direc- 
trices sont des arfetes de ce parall616pipfede, car chacune 
d'elles est commune k deux de ces plans. 

Soient (fig. 24) AA', BB', CC les trois directrices avec 
lesquelles on a construit le parall616pipfede. Les arfetes op- 
pos6es BC, CA', AB' sont des g6n6ratrices de Fhyperboloide ; 
car AB', par exemple, rencontre les trois directrices, savoir : 
AA' en A, BB' en B', et CC k Tinfini. D'aprfes le th6or6me 
pr6c6dent, on pent done prendre ces trois arfetes pour 
directrices de Thyperboloide. Consid6rons une g6n6ratrice 

7 
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quelcoaqu^ LM qui coupe les directrices du premier mode 
en L, M,N, et prenons, sur celles du second mode,BL'£=A'L| 
CM'=B'M, B'N'c=GN : jedis que les points L\ M', N' sont 
en ligne droite. 

La ligne BL' 6tant ^ale et parallfele h MU les droites 
A'B et LL' se coupent en deux parties ^gales ; done le 
point 0, milieu de la diagouale A'R, est aussi le milieu de 
LL'; De m6me, A'M' 6tant 6gale et parall&le a BM, le 
milieu de la droite de MM' est au point 0. Ennn,en menant 
la diagonale B'G et en observant que B'N' est 6gale i CN, on 
v^rait que la droite NN'a aus^ son milieu en Ot Or, de 
ce que les lignes LL\ MM\ NiN' ont leur milieu en 0, on 
CQnelut que la droite L'M' estparall^e aLM^et la droite L'N' 
parall^le k LN ; done la ligne M'L'N' est une droite paral- 
Itie k MLN. 

Maintenanti supposons que la g^nSratrice LM ait ^ti 
men^e par un point quelconque P de rbyperboloi'dei et 
menons PO, dont le prolongement rencontre L'M' en P': 
le p<^Qt P' sera sur la surface. Or^ les triangles LOP et L'OP' 
6tant^gaux, on a OF=:OP; done toute droite men^e par 
le point 0, et termini 4 la surface, a son milieu en G. 
Done rb^perlx}loJ[de a le m6me centre que le parall^l^pi-* 
p^de coQStruit sur les tnnB directrices. 

Scolie. La demonstration prdc^dente prouve aussi que 
toute g^n^atrice prise dans un mode de generation a ea 
paralieie dans t*autre mode^^ que ces deux droites soat dans 
un plan passant par le cenire, et qu'elles sont h egaie dis- 
tance de ce centi'a 

• 

73. TlHtoa^Mfi. JLe parabeldide hyperb^Uque peut Ure «r- 
gmAri de deux mamiems par um drmte. 
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<Ie parabolcNide est d^crit par une droite qui s'appuie 
sur deux autres AB, CD (fig. 25) , et qui reste parallfele a 
un plan XY; par consequent, en menant des plans paral- 
Ifeles k XY, leurs intersections avec les directrices dSternai- 
neront des droites telles que AG, BD, EF, qui seront des 
generatrices de la surface. Je mfene un plan UV parallfele 
aux droites AB et CD : je prends AC et BD pour directrices 
d'un second paraboloide, le plan UV pour plan directeur ; 
et je dis que ce paraboloide est idebtique avec le premier. 
II faut done demontrer qu une gSneratrice quelconque EF 
du premier est toujours rencontree par une g6neratrice du 
second, ou, ee qui revient au m6me, que tout plan paralifele 
k CV coupe AG, BD, EF, en trois points G, H, I, qui sont en 
ligne droite. 

Gonduisez un plan par AB et AC : les plans parallfeles 
iXY, qui determlfient les generatrices BD, EF de la premifere 
surface, rencbntreiit le plan BAG suivant les droites BK, £M, 
paralieies k AG. Pareilietoent les plans paralieies k OV, qui 
determinent les generatrices CD, GH, de la seconde surface, 
rencontrent 16 plan BAG suivant GK, 6L, paralieies k AB. 
Enfin, les intersections de ces deux plans avec les deux 
precedents sont les droites DK, FM, HL, IN, parallfeles 
entre elles. Gela pose, k cause des parallfeles : on a 

IN : FM :: EN : EM, 
FM : DK :: CM : GK, 
DK : HL :: BK : BL. 

Multiplies ces proportions par ordre, et observes que 
EN s=BL et EM = BK» En simplifiant les rapports il vient 
IN : HL :: CM : CK, ou :: GN : GL; done les points G, 
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H, I, sont en ligne droite. Done les deux surfaces n'en 
font qu une. 

Scolie I. De la double g6n6ration du paraboloide hyper- 
bolique, il r6sulte qu'on pent mener deux droites sur cette 
surface, par chacun de ses points. 11 en r6sulte encore que 
tout plan parall^le k deux generatrices d'un m6me mode 
coupe la surface suivant une droite. 

Scolie II. Si on prend sur un paraboloide hyperbolique 
trois g6n6ratrices d'un mfeme mode, telles que AG, BD, EF, 
et qu'on s'en serve pour diriger le mouvement d'une droite, 
cette droite d^crira une surface d6termin6e, qui ne pent 
6tre que le paraboloide lui-m6me; done un paraboloide 
hyperbolique pent 6tre engendr6 par une droite qui glisse 
sur trois directrices parallfeles i un plan. 

R6ciproquement, toute surface ainsi engendr6e est un 
paraboloide hyperbolique. En effet, supposez que AC, BD, 
EF soient trois directrices parallfeles au plan XY, et que 
AB et CD soient deux g6n6ratrices qui les coupent en A, B, 
E, et en G, D, F : menez le plan DV parallfele i ces deux 
g6n6ratrices, et ensuite, parallfelement k DV, un plan 
quelconque qui coupe les directrices en G, H, I. En faisant 
les m^mes constructions et les m^mes proportions que 
plus haut, on conclut encore que la ligne GHI est droite ; 
done elle est une gen6ratrice de la surface. Mais cette droite 
est paralieie au plan UV; done la surface est un parabo- 
loide hyperbolique. 

« > 

Scolie III. Toutes les generatrices d'un mfime systfeme 
etant paralieies k un plan, elles coupent chaque generatrice 
de r autre en parties proportionnelles ; deli il suit qu'on 
pent encore engendrer le paraboloide hyperbolique en 
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faisant glisser la ligne EF sur les directrices AB et CD de 

AF TF 

manifere qu'on ait toujours r6galit6^===r=, . 

Cette propri^t6 a son analogue dans Fhyperboloide i une 
nappe. Supposons que les droites AB, CD, GH (fig. 26), 
non parallfeles k un mfeme plan, soient les directrices d'un 
hyperboloide. Prenons deux generatrices particuliferes AGO, 
BDH, et ensuite une g6n6ratrice quelconque EFI : en d^si- 
gnant par a une quantity constante, laquelle est d^termin^e 

AT? OT!^ 

pour chaque hyperboloide, on devra avoir 5^1 =tvp X ^• 

Pour d^montrer cette proposition, on pent se servir du 
plan men6 par la droite AB parall61ement&GD, lequel coupe 
GH au point Q. Toutes les constructions sont indiqu6es sur 
la figure, et je laisse au lecteur le soin d'y appliquer le 
raisonnement. 

Sur les plans tangents aox surfaces gauches. 

7A. Tni^ORifeME. Si deux surfaces gauches ont une gin^a- 
trice commune^ et les mimes plans tangents en trois points de 
cette giniratrice^ elles se raccordent parfaitement : cest-^- 
dire qu' elles ont un mime plan tangent en tout autre point 
de cette gkniratrice. 

Soient, sur la g6n6ratrice commune, les trois points L, 
M, N (fig. 27) , pour lesquels les plans tangents sont les 
mfemes. Puisque le plan tangent au point L est commun aux 
deux surfaces, en menant par ce point un plan quelconque, 
il les coupera suivant des courbes LA et LA', qui auront 
pour tangente commune I'intersection LR de ce plan avec 
le plan tangent (&8), et qui par consequent, dans une por- 
tion infiniment petite LL' de cette tangente, doivent 6tre 
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regard6es comme colncidentes. Semblablement^ en menant 
un plan par le point M, on trouvera deux courbss MB, MB', 
qui auront un 616ment commun MM'; et, en menant un 
plaq par le point N, deux courbes NC, NC, qui auront aussi 
un ^16ment commun NxN'. En faisant glisser la droite LN, 
d'abord sur les trois courbes LA, MB, NG, et ensuite sur 
les trois courbes LA', MB', NC, on reproduit les deux surfaces 
propos^es ; done ces deux surfaces sont coi'ncidentes, dans 
toute la partie comprise entre les generatrices infmiment 
voisines LN et L'N'; done en chaque point de LN ces sur- 
faces ont le m6me plan tangent (A7). 

Scolie, Si les deux surfaces gauches sont engendr^es par 
one droite qui demeure parall61e au m6me plan, il suffit 
de deux plans tangents communs en deux points d*une 
mftme g6ndratrice, pour qu il y ait raccordemeot. En effet, 
supposons ces conditions remplies, et, par ehacun des 
deux points, menons un plan qui coupe les surfaces. On 
obtient ainsi, sur chaque surface, deux courbes qu on pent 
prendre pour les deux directrices de cette surface, et qui 
ont respectivement un element commun avec les courbes 
de Tautre surface; done, quand la generatrice parcourt ces 
elements communs en restant paralieie au plan directeur, 
on pent la considerer comme etant sur les deux surfaces k 
la fois, et par consequent ces surfaces se raccordent. 

En general, pour determiner le mouvement d*une droite 
qui decrit une surface gauche, trois conditions sont nece^- 
saires. Si, pour deux surfaces gauches qui ont une gen^ 
ratrice commune, les trois conditions sont differentes, il 
faut trois plans tangents communs en trois points de cette 
generati*ice , pour que les surfaces se touchent dans les 
autres points de la generatrlce commune. Mais, s'il y a 
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une eondition commune, deux plan$ langente eaiBmuns 
sufBsent; et s*il y a deux conditions eommunes, il fi'en 
faut plus qu'un seul. 

75. TufioBiiME. Oumd on ioit eon$(rmfe un plm W»- 
§mt en un point ionne ^*une mrfm^ gauche ^M^lconqu^^ 
pf» pent iQujoun remplacer cettB $urfac0 par une $urfaee 
gauchft a dir0ctrice$ reetUigne^, et alorf la eonsirmtim Au 
flQn tangent est faeiUf 

^Qient dom^& une surface gauche queleonque, nm g4- 
F^^f striae ^ppart^nant h cQite surface, #t un point, sur eaite 
g6n6rp.tfice, par lequel on propose de me^er un plan taa- 
gept h h ^ndai,mr P'apr^s le th6or$me pr6c6dent, m peut 
rempli@up(8|? cf^(^ s^rfa^ par Idute autre surfaee gauche 
f ui s^ r^ecprderq. ay<sa ell^ suivant la g(§n(^ratrie0 donn^e : 
§'est-i-dire que les deux surfaces doivent avoir treia plans 
tangents commpns en trois points de cette g^n^ratrica. 
Et toutefoist h^ t<*pi§^ pl^Qi tangents commnns ne sont 
p^cessaires que ^tim le ^ais ^u, poijr ingendrer la nouvelle 
^urfacei 0J9 ne cqnserve auciine des trois conditions qui 
d^terminent le iwouvement de la g6n6ratrice de la pre- 
miere ; car, ^i pn ne change que deux conditions, deujc 
plans tangents coinmnns suiTisent; et mSme il n'en faut 
plus qu un seul, si on ne change qu une seule condition. 

II est Evident qu il existe une infinit6 de surfaces gaucbes 
a directrices rectilignes (hyperboloides et paraboloides) 
qui peuvent remplir le^ conditions du raccordement. Une 
fois le choix arr6t6, la construction du plan tangent est 
facile. En effet, on salt qu il est possible de uiener par 
(^t^aque point d'une pareille surface deux di*oites qui y soient 
situ^es tout enti^res (71^73) ; et eomme ees droits^ seat k 
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elles-mSmes leurs propres tangentes, elles doivent 6ire 
dans le plan tangent, qui dfes lors se trouve d6termin6. 

Par exemple, supposons que les trois courbesLA, MB, NG 
(fig. 28) soient les directrices d'une surface gauche, que 
LM soit une g6n6ratrice qui les coupe en L, M, N, et qu'on 
demande le plan tangent au point G, situ6 sur cette g6n6- 
ratrice. Menez les tangentes LO, MP, NQ aux trois courbes, 
et prenez ces tangentes pour directrices d'une nouvelle 
surface gauche. En chacun des points L, M, N, le plan 
tangent sera le m6me pour les deux surfaces : car, au 
point L, par exemple, le plan tangent k chacune d'elles doit 
contenir la g6n6ratrice LM et la tangente LO. II y a done 
raccordement complet suivant LM, et par consequent le 
plan tangent en 6 est le mfime pour les deux surfaces. 

Pour determiner ce plan tangent, il suffira done de 
chercher la seconde droite en G, qui est contenue sur la 
seconde surface. Gomme on connalt d6jk une g6n6ratrice 
LM de cette surface, on en construira deux autres OP et RS : 
alors, consid6rant LM, OP, RS comme les directrices de 
cette surface, ce qui est permis (71, 73), on d6terminera 
la g6n6ratrice GH qui les rencontre toutes les trois ; et le 
plan passant par GL et GH sera le plan tangent demands. 

II est clair maintenant qu'on pent choisir la surface 
auxiliaire d'une infinite de manieres, sans cesser de lui 
donner des droites pour directrices : car, au lieu des tan- 
gentes LO, MP, NQ, on pent prendre pour directrices trois 
droites quelconques menses respectivement, par les points 
L, M , N , dans les plans qui touchent la surface donn^e 
en ces trois points. Le mieux, en g6n6ral, est de prendre 
pour directrices les intersections de ces plans avec trois 
plans perpendiculaires k la g6n6ratrice LM. Alors la sur- 
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face auxiliaire est un paraboloi'de tout k fait d^termin^ 
(73, scolie II), et la construction du plan tangent se sim- 
plifie. Pour ne pas changer la figure, supposons que LO, 
MP, NQ soient les trois directrices perpendiculaires k LM. 
On chercbera une droite OP qui les coupe toutes trois; et, 
par le point G, perpendiculairement k LM, on mfenera un 
plan, qui rencontrera OP en H. D'aprfes une propri6t6 con- 
nue (73, scolie I), on est assur6 que la droite GH est sur 
le paraboloi'de ; done le plan LGH est le plan tangent de- 
mand^. 

Probl^mes sur les plans tangents aux surfaces developpables. 

76. Probl£me I. Connaissant la trace horizontale d*un 
cylindre et la direction des giniratrices ^ trouver le plan I 

tangent en un point donne sur ce cylindre. 

Soit aeef (prob. 2* part., fig. I) la trace horizontale du 
cylindre, c*est-i-dire, la courbe suivant laquelle il ren- 
contre le plan horizontal. Pour rendre les constructions 
plus faciles, je supposerai que cette courbe est un cercle ; 
mais Texplication n'en sera pas moins g6n6rale. 

Puisque la direction des g6n6ratrices est donn6e, on 
pent mener k la courbe aecf les tangentes a6, cd, parallfeles 
k la projection horizontale des generatrices ; et ces tan- 
gentes seront la limite de la projection horizontale du cy- 
lindre, car il est Evident que toutes les g6n6ratrices doivent 
se projeter entre ces deux lignes. Menons les tangentes 
ee', ff, perpendiculaires a xy, et les parallfeles e'g\ fh! k 
la projection verticale des g6n6ratrices : il est clair encore 
que ces demiferes droites seront les limites de la projection 
verticale du cylindre. 

Main tenant supposons qu on donne Tune des projections 
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^'un point da cyliq^re; la projection hopzont^le m^ par 
exemple, et d6terminpng T autre projection. A cet effet, 
on mtoe par le point m un plan vertical parall^le aux ge- 
neratrices, lequel ne pent couper le cylindre que suivant 
une ou plusieurs g6n6ratrices -, et les intersections de ces 
g6n6ratrices avec la verticale 6lev6e par le point m dpnnent 
les points de la surface qui sont projet^s en m. Les traces 
de ce plan sont la droite mq men^e parall^le k ab par le 
point mt et la droite qq' perpencUculaire ^ ^y, La pre- 
miere rencontrant la courbe aecf en i et en ft, il a'enguit 
que le plan coupe le cylindre suivant deux generatrices, 
qui ont toutes deux leur projection horizontale dirig6e sui- 
vant mq^ et dont les projections verticale^ g'abUen^ront 
en abaissant les perpendiculaires n\ kh!^ sur xy^ et en 
menant les paralieies iq!^ k'q"i k fh\ Alors on mene U 
ligne mml perpendiculaire aussi ^ a?i/; et les poipt§ m! 
^t m", oil elle rencontre les lignes iql et h!q\ sgnt 1^^ pro- 
j^tions verticales des points du cylindfe, qui r^pppd^nt 
k la projection bori^ontale m. 

Gela pose, supposons qu on demande le plan tangent au 
point [m, w!\ On remarque d'atwrd que ce plan doit con- 
tenir la generatrice [tw, i'w'], dont les traces sont t et c( ; 
et, ensuite, qu il doit i&tre tangent au cylindre en qhaque 
point de cette generatrice (56) . Or le plan tangent k une 
surface doit contenir les tangentes k toutes les courbes 
trac6es sur oette surface par le point de ppptact : doijc, ^i 
on mene la tangente ii k la courbe aec^ elle sera dans le 
plan tangent; et coinme elle es|; dans le plan borizontal, 
elle est la trace horizontale du plan tangent. Prolpogez it 
jusqu i sa rencontre a avec xy et tirez a^' : la trace verti- 
cale de ce plan sera o^'. 
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Jtemarques. Quelquefois le point q' eat 61oign6 et serait 
peu commode pour determiner cLq'. Dans ce cas, on prend 
tin point de la g6n6ratrice [im^ tW], le point [m,vi% par 
example ; et par ce point on m^ne une parall^le k la trace 
horizontale fa. Cette parall^le a pour projections mr pair- 
rall&le k tx, et m'r' parall^le kxy\ et comme elle est dans 
le plan tangent, sa trace verticale r' appartient k la trace 
verticale de ce plan. Done le point / peut servir k deter- 
miner cette derni^re trace, ou k la verifier, si elle est d6j& 
connue* On peut encore, pour le mSme objet, mener une 
paralli&le aux generatrices, par un point quelconque de la 
trace horizontale ta. 

Si on menait un second plan tangent au cylindre, il 
y aurait alors une nouvelle verification; c'est que son in- 
tersection avec le premier devrait 6tre paralieie aux gene- 
ratrices. Cette propriete resulte de ce que chaque plan 
tangent contient une geueratrice, et que toutes les gene- 
ratrices sont paralieies entre elles {Intr. 23). Dans Tepure, 
on a determine le plan tangent au point [m»m"] : sea traces 
sont i^ et pq"; les projections de son intersection avec 
Tautre plan tangent sont les droites tu et t'a\ lesquelles 
doivent 6tre paralieies k ab et fhl. 

La manifere dont on a determine les projections m!^fn!'^ 
doit 6tre remarquee, car elle peut servir k construire les 
intersections d'un cylindre par une droite quelconque, II 
est clair en effet que si on m^ne par cette droite un plan 
paralieie aux generatrices, la trace hoiizontale de ce plan 
doit rencontrer celle du cylindre en des points qui appar- 
tiennent aux generatrices suivant lesquelles le plan coupe 
le cylindre. D^s lors il est facile d' avoir ces generatrices, et 
par suite le point cherche. 
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77. PROBttiME IL Mener un plan tangent a un cylindre 
par un point extirieur. 

Un plan tangent k un cylindre doit contenir une g6n6- 
ratrice, et, dans le problfeme pr6c6dent, on a vu que sa 
trace horizontale est tangente k celle du cylindre ; done, si 
on imagine, par le point donn6, une droite parallfele aux 
generatrices, elle sera tout entifere dans le plan; et si, 
aprfes avoir construit les traces horizontale et verticale de 
cette parallfele, on mfene, par la premifere, des tangentes k la 
trace horizontale du cylindre, ces tangentes seront les 
traces horizontals des difF6rents plans tangents qui passent 
par le point donn6. On aura ensuite les traces verticales 
de ces plans, en joignant les points ou leurs traces hori- 
zontales rencontrent la ligne de terre, avec la trace verti- 
cale de la m6me parallfele. 

Les details de construction sont repr6sent6s fig. II. Les 
projections du cylindre y sont comme dans la prec6dente ; 
les projections du point donn6 sont m et m', celles de la 
parallfele k la g6n6ratrice sont mt et mV, et les traces de 
cette parallfele sont ^ et m' : par consequent les tangentes 
ia, /p, menses k la base du cylindre, seront les traces ho- 
rizontales des plans tangents, et les droites au', ^u' en se- 
ront les traces verticales. 

Remarque. Pour avoir des verifications, on a men6 par 
le point donne des paralieies aux traces horizontales ta et fp : 
les points r' et s\ ou ces parallfeles percent le plan ver- 
tical, doivent se trouver sur les traces verticales ati' et ^u'. 
Les generatrices suivant lesquelles les deux plans touchent 
le cylindre foumissent aussi des verifications. L'une 
d'elles, qui a pour projections ip et %'p\ rencontre le plan 
vertical en p'; et Tautre qui a pour projections kg et kq\ 
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le rencontre en 9'. Or, il est 6vident que la trace au' doit 
passer en p\ et la trace ^u, en 9'. 

78. Probl^me hi. Mener a un cylindre un plan tangent 
paraUile a une droite donnie. 

Un plan tangent parall61e k une droite donn^e doit con- 
tenir une g^n^ratrice du cylindre et une parall^le k la 
droite donn6e; done, si on mfene par un point de cette 
droite une parall^e aux generatrices, le plan tangent sera 
parallfele au plan d6termin6 par ces deux droites. En con- 
sequence, on construira les traces de ce dernier plan ; on 
m^nera, paralieiement k sa trace horizontale, des tangentes 
k la trace horizontale du cylindre ; et ces tangentes seront 
les traces horizontaies des plans tangents qui satisfont au 
probieme. Quant aux traces verticales, elles sont faciles 
k construire, puisqu'on connait les points oii elles coupent 
la ligne de terre, et une droite k laquelle elles sont pa- 
ralieies. 

Dans la fig. Ill, le point [0, 0'], pris sur la droite don- 
nee, est celui par lequel on a mene une paralieie aux ge- 
neratrices du cylindre : les traces du plan passant par ces 
deux lignes sont yt? et y^'- Parallfelement k la trace hori- 
zontale, on a mene les tangentes ra et s^ ; paralieiement k 
la trace verticale, on a mene ctr' et ^s' : les plans rar', s^' 
sont les plans tangents cherches. Gomme verification, 
on remarquera que les generatrices [tp, tp'] et [kq^ Vq'] 
doivent rencontrer le plan vertical sur les traces ar' et ^s'. 

70. ProbiIme IY. Connaissant la trace horizontale d'un 
cdne et les projections du sommetj trouver le plan tangent 
en un point donni sur la surface. 
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La marche k suivre est la m6me que pour le oylindre. 
Soient acd (fig. IV) la base ou trace horizontale du e6ne, 
et 0, o', les projections du sommet. Pour avoir les limites 
entre lesquelles se projettent toutes les generatrices de la 
surface, on m^ne dans le plan horizontal les tangdntes 
oa et o/>) puis apr6s aroir men6 aussi les tangentes cd^ dd\ 
perpendiculaires k wg^ on tire, dans le plan vertical, les 
droites o'c\ o'd\ 

Gommen^ons par determiner les points de la surface qui 
correspondent k une projection donn^e, par exemple, k la 
projection verticale m'. Menons o'tn! qui coupe xy en efy et 
61evons e'e perpendiculaire k xy : les droites &e' et e'e sent 
les traces d'un plan qui est perpendiculaire au plan vertical, 
qui contient les points cberch^s, et qui passe au sommet 
du cdne. Ge plan ne peut rencontrer le cdne que suivint 
des generatrices ; et comme sa trace horizontale e'e rencontre 
la base acd en e et f^ il est evident que les projectic»ia 
horizontales de ces g6n6ratrices sont oe et of. 11 est facile 
alors de trouver les projections horizontales m et n des 
points cherches. 

Supposons qu on veuille avoir le plan tangent au point 
[m, m']. On remarquera que ce plan doit contenir la gene- 
ratrice [o^, o'e% et etre tangent au cdne dans toute retea-^ 
due de cette ligne (56). Done, si on mtoe la tangente (ol 
au point e, et si ensuite on joint le point a au point p', oik 
la generatrice perce le plan verticaU les traces du plaa 
tangent seront foi et ap^ 

Remarques. Les observations ici sont les mfimes qu'i regard 
du cylindre. D'abord, si d'un point de la generatrice [o^, oV], 
du sommet, par exemple, on mSne une paralieie k la trace 
ea, le point /, od elle perce le plan vertical, doit 6tre bot 
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la traed «p'« Ensuii6» si on eonstruit le plan tangent au 
point [n^ m'ji son intersection avec le premier devra passed 
au sooimet du cdne, et par suite les projections ta et (V 
de cette intersection devront passer, Tune en o, et Fautre 
en o'. 

Pour avoir les points d'un cdne qui rfipondent k une |)ro* 
j^tion do^nie^ ou, ce qui est la rndme chose^ pour trouver 
led intersections d'un c6ne avec une droite perpendiculaire 
k Tun des plans de projection, nous avons employ^ plud 
haut une construction qu*on pent appliquer k une droite 
queleonquev C'est-i-diro que par cette droite et par le 
som|3(^t Ob fait passer un plan qui coupe le c6ne suivant une 
ou plusieurs generatrices, et qu'on prend les intersections 
de ces g6n6ratrices avec la droite donn6e. 

80. Probl£:me V. Mener un plan tangent a un c6n€ pur 
un point exterieur. 

Tout plan tangent a un c6ne passe par le sommet, et a 
pour trace horizontale une tangente k la base. En conse- 
quence, on joindra le point donn6 avec le sommet par une 
droite, puis on mfenera, du point pu cette droite perce le 
plan horizontal, des tangentes k la base du cdne ; et ces 
tangentes seront les traces horizontales des plans tangents 
demand6s. Pour avoir leurs traces verticales, il n'y a qu i 
unir la trace verticale de la m6me droite avec les points 
ou les tangentes k la base rencontrent la ligne de terre. 

Sur repure (fig. V) les projections du sommet sent o^cl ; 
celles du point donn6 sent m, m'; celles de la droite 
men6e par ces deux points sont om^ o'm'; les traces de 
cette droite sont ^ et u' ; les plans tangents sont taLu\ t^u'. 

Pour verification, on a cherche les traces verticales, p' et 
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g', des generatrices de contact, et aussi les traces verticales, 
r' et $\ des parallfeles, men6es par le point donn6, aux traces 
horizontales des deux plans tangents. 

81 Probl£:me YL Uener un plan tangent a un c6ne, pa- 
rallelemmt a une droite donnie. 

Le plan tangent, devant passer par le sommet du cdne et 
etre paralieie k une droite donn^e, contient la paralMe 
men6e k cette droite par le sommet. Ge peu de mots suf- 
fisent pour montrer qu aprfes avoir trac6 les projections ot^ 
o'i\ de cette paralieie, les constructions k effectuer sont 
exactement les m6mes que dans le probl^me precedent. 
Hies sont representees sur Tepure VI. 

Probl^mes sur les plans tangents aux surfaces de revolution. 

82. Probl£me VII. Etant donnas Vaxe et le miridien d'une 
surface de rivolution^ mener le plan tangent a un point de 
la surface. 

Dans cette question et les suivantes, j'adopterai pour 
donnees les dispositions que je vais faire connaltre. 

Je prendrai Taxe de revolution parallfele au plan vertical 
(fig. VII) : alors sa projection horizontale est un point 
unique a, et sa projection horizontale et sa projection verti- 
cale a* a" est perpendiculaire k xy. Concevons qu'un plan 
paralieie au plan vertical soit conduit par Taxe, il coupera 
la surface suivant un meridien qui se projette en vraie gran- 
deur sur le plan vertical : c'est la courbe n'b'n*\ que Ton 
suppose connue. La projection horizontale de cette courbe 
se confond avec la trace horizontale du plan qui la contient : 
cette trace est uv, paralieie k xy et passant au point a. Sur 
la fig. , la courbe n'b'n" est une ellipse, et le cercle decrit 



SURFACES GOURBES £T PLANS TANGENTS. 113 

avec le rayon aft, est la projection horizontale du parallMe 
d6crit par le petit axe. 

II faut d'abord expliqner, ainsi qu'on Fa fait pour les 
cylindres et les c6nes , comment on d6termine les points 
de la surface, qui ont pour projection un point donn6 du 
plan horizontal ou du plan vertical. Soit m cette projec- 
tion, que nous prenons sur le plan horizontal : il est Evi- 
dent que le plan vertical qui a pour trace la droite ^r, 
men6e par les points aetm, coupe la surface suivant un 
m6ridien 6gal k n'Vvt!' ; et que les points de la surface, pro- 
jet6s en m, appartiennent h ce m6ridien. Pour les deter- 
miner facilement, faisons toumer le plan de cette courbe 
autour de Taxe jusqu'i ce qu'il soit parallfele au plan verti- 
cal, Alors la courbe sera projet6e sur n'fcV, la trace tr se 
confondra avec wv, le point m, aprfes avoir d6crit un arc de 
cercle autour du centre a sera plac6 en n sur wv, et par 
suite les intersections n' et n" de la courbe n^b'vl' avec la 
ligne de projection nn\ seront les projections verticales 
des points cherch6s, consid6r6es dans leurs nouvelles posi- 
tions. Mais pendant la rotation, ces points sont rest^s 
k la m6me hauteur au-dessus du plan horizontal; done 
leurs v6ritables projections doivent 6tre sur les hori- 
zontales vlfn\ n"m" ; done enfm elles sont aux intersec- 
tions m' et m" de ces horizontales avec la ligne de projec- 
tion mm! *. 

Actuellement proposons-nous de trouver le plan tangent 
au point [m, m!]. II doit contenir les deux tangentes men6es 



* S\, an lieu de la projection horizontale m, on et^t pris pour donn^e la 
projection yerticale m\ la construction edt 616 encore plus simple : car 
alors on connait sur-le-champ le paralldle qui contient les points corres- 

pondaota de la surface. 

8 
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to ce poittt, Tune au parallWe, Tautre au meridian, et 
par Ik il est facile k determiner. La premifere tangente est 
heriaontale ; elle a pour projections les droites m'p' et mp^ 
dont Tune est parallfele k a^y, et Tautre perpendiculaire k 
Wi ; et elle rencontre le plan vertical en p', De \k on conclut 
qud la trace horizontale du plan tangent est parallfele k mp, 
et que sa trace verticale passe au point p'. 

Pour avoir la tangente au m6ridien du point de contact, 
m mfene d'abord la tangente n'q' a la courbe n'b'n". Les 
4roite8 m^ n'q^ sent les projections de la tangente au point 
[n, n] du mdridien projetft sur an ; et cette tangente 
rencontre le plan horizontal en q. Or, quand on revient du 
mdridien an au m^ridien am, le point q d^erit un arc au-- 
tour du centre a et vient «e placer en r ? done le point r est 
le pied de la tangente men^e par le point [m^ m'] au m6ri- 
dien de ce point ; done la trace horizontale du plan tangent 
passe en r . On a vu plus haut qu elle est parallfele k mp^ et 
que la trace verticale passe en p' ; done, en menant la pa- 
rall^le ra k mp et 6n tirant ap% le plan tangent sera rap'. 

Remarqueiu 11 n'a pas 6i6 n^cessaire de chercher les 
projections de la derpi^re tangente ; mais il est facile de 
les avoir. En effet, lorsqu'on revient au m^ridien am^ 
comme la tangente au point [n, n'] rencontre toujoui*s I'axe 
de revolution au mfeme point, la projection verticale de 
cette tangente doit toujours passer au mfeme point a' de lA 
ligoe a'a" ; dtmc, en tirant une droite par les points nil et 
a\ les lignea am el a'm' seront les projections de la seconde 
tangente. On pent employer ces projections pour determi- 
ner l^ traces de cette tat^gente) lesqueUes devront hive sur 
les traees du plan tangent rap' et pourront servir k les ve- 
rifier. 
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Que si on demande le plan tangent au point [w, m"], il y 
aura i fair^ des constructions analogues. Aprfes les avoir 
effectu6es, on reinarquera que les deux tangentes au m6ri- 
dien ain doivent se couper k la mfeme hauteur que les taii- 
gentes aiix points n' et n" de la courbe n'6V', et que par 
suite les plaiis tangents eujt-m6mes se coupent suivant une 
horizontale situ6e k cette hauteur. Ainsi on aurait encord 
ces verifications : que Tintersection des tangentes en n' et 
n", celie des projections verticales des tangentes au m6ri- 
dien arn^ et celle des traces verticales des plans tangents, 
sotit trols points situ6s iSur uiac m6me parallfele k xy. 

83. PilOBLfiME Vni. Mener a une surface de rivolution un 
plan tangent paraVile a un plan donnL 

Tout plan tangent k une surface de revolution doit 6tf e 
perpendiculaire au plaii du m6ridien qui passe au point de 
contact (69) , et cOntenir la tangente men^e par ce point k ce 
m6me m6ridien. Or, le plan tangent demand^ doit fetre pa- 
rallfele k un plan donn6 ; done, si on conduit par Taxe de 
revolution un plan perpendiculaire au plan dbnne, il cou- 
pera la surface suivant le meridien sur lequel fest situS le 
point de contact, et en m6me temps il coupera le plan 
doune suivant une droite k laquelle doit 6tre paralieie la 
tangente au meridieri. De Ik r6sulte la solution du problfeme 
propos^. D'abord, par Faxe de revolution et perpendiculai- 
rement au plan donne, on conduit un plan qui coup6 le 
plan donne suivant une droite, et la surface suivant un me- 
ridien ; ensuite, ou nifene k ce meridien des tangentes pa- 
rallfeles k cette droite ; puis enfin, on mfene par ces tan- 
gentes des plans perpendiculaires au plan meridien, lesquels 
seront les plans tangents cherches. 
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Les donn6es relatives k la surface 6taDt dispos6es comme 
dans le problfeme VII, supposons que le plan donn6 soit 
6a6' (fig. VIII). La perpendiculaire ac^ abaiss6e sur 6a, est 
la trace du plan m6ridien qui contient les points de con- 
tact. Ce plan coupe le plan 6a6' suivant une droite qui passe 
en c, et dont je vais chercher un second point. A cet effet, 
par un point quelconque [d, d'] appartenant k la trace ab\ 
j'imagine un parallfele [dc, d'e'] k la trace ben ; et Tintersec- 
tion e de ac avec de, est la projection horizontale d'un se- 
cond point de la droite dont il s'agit. Si alors on fait tour- 
ner le plan m6ridien ac autour de Taxe, pour le rendre 
parallfele au plan vertical, il sera facile d'avoir les positions 
fetg que viennent prendre les points c et e; et par suite 

« 

la projection verticale, fg\ de la droite dans sa nouvelle po- 
sition. 

Goncevons qu'avant la rotation on ait men6, parallfeles a 
cette droite, des tangentes au m^ridien dans le plan ac. 
Pour avoir leurs projections verticales aprfes le dSplacement 
du plan acj il suffit de mener k la courbe A'a'ft', dans le 
plan vertical, les tangentes KH, k'l\ parallfeles k f^. Quant 
k leurs projections horizontales elles sont alors sur uv ; et 
leurs traces horizontales sont % et J. Lorsqu on remet le m6- 
ridien et les tangentes dans leur vraie position, ces points se 
placent sur ac en p et g : or, les plans tangents cliercli6s 
doivent contenir les tangentes dont les traces horizontales 
sont p et 9, et de plus ils doivent 6tre parall^les au plan 
6a6' ; done, si on tire p^, gy, parallfeles k 6a, et ensuite 
Pp', Y^', parallfeles k cub', les plans tangents seront p^\ 

Quant aux points de contact, on remarquera qu'aprfes la 
rotation leurs projections verticales ft', K sont connues, et 
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de li il est facile de revenir aux vraies projections de ces 
points, lesquelles sont m et m', n et n'. Alors on pent avoir 
des verifications en menant, par ces points, des horizontales 
parallfeles i fea, lesquelles doivent percer le plan vertical 
en des points r' et 5', plac6s sur les traces Pp' et yj', 

8&. Probl£me IX. Par un point donn^ hors d'une surface 
de revolutions mener un plan tangent a cette surface de ma- 
niire que le contact ait lieu sur un parallele donne. 

Le moyen de solution consiste k remplacer la surface de 
revolution par une autre surface qui la touche dans tons 
les points du parallfele donn6, et pour laquelle le probl6me 
soit facile i r6soudre. Pour remplir ces conditions, on pent 
choisir un c6ne ou une sphfere, ce qui donne lieu k deux 
solutions. 

Premiere solution (fig. IX). Imaginons qu une tangente 
soit men6e k un m6ridien par un point du parall61e, et 
qu'elle tourne en m6me temps que ce m6ridien autoiu* de 
Faxe de revolution. II est evident qu elle engendreun cdne 
droit qui contient le paralieie: or, je dis qu'en chaque 
point de ce paralieie le plan tangent est le meme pour le 
c6ne que pour la surface doniiee. En effet, pour qu'un plan 
passant par un point du paralieie soit tangent au c6ne, il 
doit contenir la tangente k ce paralieie et une generatrice 
du cdne : or, pour 6tre tangent k la surface, il doit contenir 
la tangente au meme paralieie, et la tangente au meridien, 
laquelle n'est autre que la generatrice du cdne ; done les 
deux plans tangents n'en font qu'un seul. Ainsi, il ne s'agit 
que de mener un plan tangent au cdne par le point donne, 
et ce probieme est deji connu (80) . 

Mais, dans la solution exposee au numero cite, on se sert 



119 D^uxiine PARTie. 

de la drpite qui passe par le sommet du cdne et par le point 
donn6, et comrne il peut arriver que ce sommet soit fort 
61oign6 sur Taxe, il sera bon d'apprendre h s'en passer. 
C*est ce qu on fera en remarqijant que le plan horizontal 
men6 par le point donn6 rencontre le c6ne suivant un 
cercle, et ses plans tangents suivant des tangentes k ce 
^ercle : de sorte qu en menant par le point donn6 deux tan- 
gentes k ce cercle, et ensuite un plan par chacune de ces 
tangentes et par la g6n6ratrice correspondante du c6ne, 
OQ aura les deux plans tangents qui satisfont k r^nonc6. 
Le^ constructions k effectuer sont maintenant faqiles k 
suivre. 

Soient d et d' les projections du point donn6, et bmc^ 
b'c\ celles du parall^le donn6. Je ni^ne la tangente b'e\ qui 
est la projection verticale de la g6n6ratrice du c6ne auxi- 
liaire, et T horizon tale dV, qui est la trace verticale du plan 
horizontal passant par le point donnS. Je determine les pro- 
jections e, e\ du point ou la g^n^ratrice rencoQtre ce plan \ 
je d^cris un cercle avec le rayon ae^ et je lui m^ne le9 taq- 
gentes dg et d/i, ou plutdt, sur ad, comme diam^tre, j^ 
trace un cercle, lequel coupe le premier aux points de eon*^ 
tact g et A, dont on a besoin. Ges points sont en effet les 
projections horizontales de deux points appartenant ^ua^ 
generatrices de contact des plans tangents avec le cdne ; Qt 
par suite les projections horizontales de ces gi^n^ratrices 
sont les droites ag et ah. II est visible alors que lea intersect 
ti^s m et n, de ces droites avec la projection bmc du pa- 
rallile donn^, sont les projections horizontales des points 
de contact de la surface donn^e avec les plans tangents de- 
mand's. Ensuite on trouve facilement les projections verti^ 
cales m' et n' de ces points. 
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Revenons k la d^tennination des plans tiBdQgents. La 
trace borlxontale de la tangente projet^e en 6V est p, (^t^ 
pendant que cette tangente engendre le cdne, le point p 
d^crit autour du centre a uq cercle qui coupe ag tn q^ H 
ahenr; d'od je conclus que les points 9 et r sont }^ traces 
bori^ontales des generatrices suivant lesquelles ies plani 
taj)gents toacbent le cdne auxiliaire. D'ailleurs, ces plans 
tangents doiv^t contenir les tangentes horizontales pro** 
jet#es ^n dg tt dh. En consequence, on construira les traced 
verticaief) t' et K de ces tangentes , on m^nera les lignes ipL 
9t r§ respecti Yemen t parall^les k ces tangentes, puis ^ 
tirera les droits ^i et ^ ; et aiors les pMs liuigents A^ 
mandes seront q^i' et r^h! *^ 

$5^ SetH^fidf §Qlulion (fig. IX) 4 Au lieu d'un ediie, oil 
pi^ut m (servir d'une sphere qui, en chaque point du parttt«> 
1^ donne, ail inSme plan tangent que la surfaet» 9mt 
remplir cette condition, on m^ne par un point de ce parat^ 
Ule la taogj^iat^ et la nonnale au meridien qui pass^ en ce 
point; et la portion de la normale comprise entre Taxe el 
la surface, sera le rayon de la sphere auxiliaire. II est cktif) 
^n effet, que si on fait tourner en mime temps ie ceixie el 
le meridien autour de Taxe, le point qui leur est commuti 
d^crit le parall^le donne, et qu'ea chaque point de ce pa^ 
raU^e ils out une tangents commune : or, le plan tangent & 



* Les constrBctions qu'on vient d'expUquer peuvent encore 4tre pTi9mt4»$ 
d'une mani^re fort simple comme 11 suit. Menez en un puint quelconque 4a 
paralldie donnd un plan tangent h la surface de revolution ; faites tourner, 
autour de Taxe, le m^ridien auquel ce plan est perpendtculairiB, et ImagfoM 
qu'ii emporte avec lui le plan tangent. II sera facii^ de ti'QUver la pf^sitio^ 
de ce dernier plan dans laquelle 11 passe au point donnd, et alors le probl^me 
9^n rtfsolii. 
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chaque surface doit contenir cette tangente, et aussi la tan- 
gente au parallfele : done il est le mfeme pour les deux sur- 
faces. La question est done r6duite a mener par le point 
donn6 un plan qui touche la sphfere sur le parallfele donn6. 

Menons une droite du centre de la sphfere au point donn6 ; 
par cette droite conduisons un plan qui coupe la sphfere 
suivant un grand cercle ; du point donn6 menons des tan- 
gentes k ce cercle ; et enfin , concevons que ce cercle et les 
deux tangentes tournent autour de la droite qui joint le 
centre au point donn6. II est clair que les points de contact 
d6crivent un cercle dont le plan est perpendiculaire k cette 
droite, et sur lequel se trouvent les points de contact de 
tons les plans tangents qu'on pent mener k la sphere par le 
point donn6 ; done les points oi ce plan rencontre le pa- 
rall&le donn6 sont les points de contact des plans tangents 
cherch^s. Ges points une fois connus, les plans tangents sont 
faciles k determiner. 

Supposons que le cercle g6n6rateur de la sphfere auxi- 
liaire soit trac6 dans le m6ridien be. Pour avoir sa projec- 
tion verticale, il suffit de mener la normale b'o' et de d6- 
crire un cercle du centre o' avec le rayon ob\ Le plan 
vertical 6lev6 par la droite ad contient le point donn6 [d^df] 
et un grand cercle de la sphfere ; et, si de ce point on mtoe 
deux tangentes k ce cercle , le plan conduit par les deux 
points de contact, perpendiculairement au plan des tan- 
gentes, est celui qui, par son intersection avec le parall61e 
donn6, determine les points de contact dont ii faut trouver 
les projections. Pour y parvenir, faisons tourner le plan des 
tangentes autour de I'axe, afin de Tamener k 6tre parallfele 
au plan vertical. Alors le cercle o'b' est la projection ver- 
ticale du grand cercle ; on obtient celles du point donn6 
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[d,d'], dans sa nouvelle position, en d6crivant Tare dS, en 
menant Thorizontale d8', et en 61evant la perpendicukire 8S' 
k xy ; enfin, les projections des tangentes seront les droites 
8T et SV, tangentes an cercle oV. 

Si le point donn6 avait r^ellement pour projections 8 et 
8', il est clair que le plan conduit parlacorde Vk'\ perpen- 
diculairement au plan vertical de projection , serait celui 
dont il faut prendre les intersections avec le parallfele donn6. 
II est clair que ces intersections seraient projet6es vertica- 
lement k la rencontre s' de Vk" avec b'c\ et horizontale- 
ment aux rencontres jjl et v, de la circonf6rence ab avec la 
ligne de projection [xe' : de sorte que les points cherch6s 
seraient projet6s , Tun en (x et e\ Fautre en v et e', II ne 
s'agit done plus que de trouver ce que deviennent ces points 
quand on ramfene le plan des tangentes k sa v6ritable posi- 
tion. Or, dans ce mouvement retrograde, la droite qui unit 
ces points ne cesse pas d'fetre dans le parallfele donn6 , et 
d'6tre coup6e perpendiculairement en son milieu par le 
plan des tangentes ; done la projection horizontale de cette 
droite s'obtient en menant la corde mn perpendiculaire k 
ad, et k la m6me distance du centre que [jlv. De cette ma- 
nifere, on a les projections horizontales m et n des points 
de contact de la surface avec les plans cherch6s , et on en 
conclut ensuite les projections verticales m' et n'. 

Puisque les points de contact sont connus, la determina- 
tion des plans tangents rentre dans une question d6ji r6- 
solue (82) . Mais comme ces plans doivent 6tre tangents k 
la sphfere, on pent encore les determiner en menant par le 
point [d.d!] deux plans respectivement perpendiculaires aux 
rayons [am,oW] et [atiyo'n!]. Ces constructions sont suffi- 
samment indiqu^es par la figure. 
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88. PROBLtMG X* Par un point dmni hor^ d*un^ surfme 
de r^ojuiion^ mener un plan qui $oit tangent d celt^ surface 
$ur un miridien donni* 

Imaginons un cylindre engendr^ par une droit$ qui SB 
meut sur le mi§ridien Aonni , en restant toujours perpen- 
diculaire au plan de ce miridien* Eq chaque poi^t du mi^rl-*' 
dien, la plan tangent est le mSme pour les deu^ surface* 
En effet , 1b plan tangent k la surface dqnnto contient h 
tangente au miridien et la tangente h un parall^le; le plan 
tangent au cylindre contient una gign^ratrice de ce cylindre, 
et ai^ssi la tangente au miridien : or la g^n^ratrice, itani 
perpendiculaire au plan du n^ridien^ n'est autre cliose que 
la tangente ai^ parall^le; done les deu^ plan9 tangents n'ea 
font qu'un. Ainei) il ne s'agit que de conduire par te point 
donn6 des plans tangents au cylindre (77). En con^^qui^nce, 
on m^nera par ce point une parall61e aux g^nSratrioep du 
cylindre ; du point ou elle rencontre le plan du m6ridien, 
on m^nera des tangentes k ce miridien ; puis on fera passer 
das plans par cette parall^le et par cbacune des tangentes* 
Ges plans seront les plans tangents cbercb^s* 

goient d et d' (fig. X) les projections du point donn^, 
et aq la trace du pbin vertical qui renferme le miridien* 
lies generatrices du cylindre auxiliaire devant 6tre perp^- 
diculaires k ce plan, les projections de la parall^le, men^e k 
ces generatrices par le point donn6, seront dg perpen- 
diculaire k aq^ Qt d'g' parall^le k ixy. En g est la projec- 
tion borizontale du point ou cette paralieie rencontre le plan 
du meridien,et parlequel on doit n^ener des tangentes & 
ce meridien. 

Faisons tourner ce plan autour de Taxe de revoluticHi 
pour le rendre paralieie au plan vertieaL Le poipt g m por^ 
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tera en e; et comme le point d'ou partent led tangentes ne 
chaoge pas de hauteur, sa projectioji verticale $er# en 0\ 
rencontre de d'g' avec ee\ Par suite , les projections verti"» 
cales des tangentes seront les tangentes e'b' et ^V ; et cellesf 
des points de contact seront b' et c\ d*oix Ton conelut les 
projections borizontales b et c. II faut maintenant ramener 
le m^ridien k sa position primitive; et conune les points de 
contact d6crivent des arcs horizontaux « il n'y a aucune dif** 
ficult6 k obtenir les projections qui r^pondent h la veritable 
situation de ces points. Celles du premier sont m et m\ et 
celles du second sont n et n\ Quant aux plans tangents, 
leur determination est ^galement facile, puisqu'pn connait 
les points de contact : c*est le probldme YII (82). 

87. Prqbl&me XI. Mener paralleJement a une droite ddn* 
n^^, un plan qui soit tangent a une surface de revolution $ur 
un parallele donni. 

Ici , comme dans le probl^me IX (9A) , on rempla^ la 
surface de revolution par un cOne ou par une sphere « qui 
ait les m^mes plans tangents que cette surfaoe dans toua 
les points du parallele donn^. 

Premiire solution (fig. XI). Soit dV la projection v^rti* 
cale du parallele donn^. La tangente d'p' sera la projection 
verticale de Ja g6n6ratrice d'un c6ne droit qui a m6me axe 
que la surface, et qui a avec elle les m6ines plans tangente 
dans toute T^tendue du parallele i'e. Ainsi, la question est 
r^duite It mener des plans tangents k ce cdne parall^Iement 
k la droite donn6e ; et, suivant ce qui a 6t6 dit n° 81 , on y 
parvient en menant d*abord par le sommet du c6ne une pa^ 
ralieie k la droite, et ensuite, par la trace horizontale de ceite 
parallele , dQs tangentes k la trace horizontale du edne. 
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Mais le sommet du cdne pouvant 6tre fort 61oign6, on obvie 
k cet inconvenient en faisant glisser le cdne , sans le faire 
toumer, de fa^on que son sommet alUe se placer en tel 
point de Taxe qu'on jugera commode. Aprfes ce d^place- 
ment, les plans tangents sont encore parall^les k la droite 
donn6e, et les g6n6ratrices de contact ont les mfemes projec- 
tions horizontales : or, il suffit de connaitre ces projections 
pour que le problfeme soit r6solu. 

Pla^ons le sommet du cdne au point [a, a']. Si on m^ne 
les droites af^ a'f^ respectivement parall61es kxy et k d'p\ 
on aura les projections de la gSn^ratrice; et si ensuite on 
construitla trace horizontale ^ de cette g^n^ratrice, la base 
du c6ne sera le cercle d6crit avec le rayon af. Soient be et 
6V la projection de la droite donn6e , at et a'd celles de la 
parall61e men6e par le sommet du c6ne, et t la trace hori- 
zontale de cette parall61e. On m^nera les tangentes tg et th^ 
ou plutdt on d6crira sur le diamfetre at un cercle qui ren- 
contre la base du cdne en 9 et ft ; puis on tirera ag et ah : 
ces droites seront les projections horizontales des genera- 
trices suivant lesquelles le cdne est touchfe par les plans 
tangents paralieies k la droite donn^e. D'aprfes ce qui a ete 
expliqu6 plus haut, ces projections contiennent celles des 
points de contact qui sont k determiner sur le paralieie 
donne. Or, ce paralieie a pour projection horizontale le 
cercle ad ; done les intersections m et n sont les projections 
horizontales des points de contact , et on en conclut sur-le- 
champ les projections verticales m' et «'. 

II n'y a plus qu'i determiner les plans tangents. Avec 
les constructions du probieme VII (82) , on trouve les plans 
gat' et rpf. Toutefois on pourrait aussi employer les 
paralieies k la droite donn6e, menees par les points de 
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contact : car Tun de ces parallfeles doit 6tre dans le pre- 
mier plan, et Tautre dans le second. 

88. Deuxiime solution (fig. XI) . Avec la normale o'd' on 
d6crit un cercle, qui sera la projection d'un cercle situ6 
dans le plan vertical uv^ et dont la rotation autour de I'axe 
produira une sphfere tangente i la surface donn6e, dans 
toute r^tendue du parallfele die'. Concevons qu'on ait men6 
k cette sphfere tons les plans tangents qui peuvent 6tre pa- 
rallfeles k la droite donn6e, il est clair que le lieu de tons 
les points de contact sera un grand cercle perpendiculaire k 
cette droite, et que par consequent les points communs a 
ce grand cercle et au parallfele donn6 seront les points de 
contact de la surface de revolution avec les plans tangents 
demand6s. 

Pour determiner plus commod6ment ces points com- 
muns, imaginons par un point quelconque de Taxe une 
parallfele k la droite donn6e, et soient at et a'f les projec- 
tions de cette parallfele. Faisons-la toumer autour de Faxe 
pour Tamener k 6tre parallfele au plan vertical, de manifere 
que ses projections deviennent a8 et a'6'. Alors le grand 
cercle dont le plan est perpendiculaire k la droite donn6e 
vient se projeter suivant le diamfetre W perpendiculaire k 
a'y, et les points qui sont communs avec le parallfele d'e' 
sont projetes verticalement en e', et horizontalement en 
|JL et V. En remettant aO dans la position a^ la corde [jlv 
prendra la position mn^ perpendiculaire i at et i la mfeme 
distance du centre a; done les points cherches, plac6s 
dans leur veritable situation, ont leur projections horizon- 
tales en m et n, d'oii r6sultent erisuite les projections 
verticales m' et n'. 



Dans cette seconde solution, les J)laiis tangents peUvent 
se determiner par la condition de pasfier aux points de 661I- 
tact, et d'etre perpendiculaires aux rayons men6s de ces 
points au (ientre de la sphfere. 

89. pROBtfeMfi XII. Mener d Une surfacd de ri^oMlon utt 
plan tangent qui soil paraUele d une drolte donnie^ et dofii 
U contact soit $ur un mMdien donnL 

Ici encore, cotnine dans le problfeme X, on snbstitue k la 
surfeee de revolution un cylindre perpendiculaire au plan 
du m6ridien donn6, et ayant pour base ce miridien ; puis 
on ehercbe les plans tangents k C6 cylindre parallSles k la 
dfoite dojinfie. En consequence, et d'aprfes ce qui a 6tfi vu 
B** 78, on mfenera par un point de la droite une parallfele 
aux generatrices du cylindre, c est-i-dire une perpendicu- 
laire au plan du meridieti 5 pat cette paralieie et pai* la 
drolte donnee, on conduira un plan, dont on determinera 
rintersection avec le plan du tneridiefl ; puis, au meridlen, 
on mfenera des tangentes paralieles k cette intersections 
led points de contact de ces tangenteft sont ceu^ des plails 
tangents demandes. II est clair, en effet, que les pla^d 
61ev6s suivant ces tangentes^ perpendiculairemenl au plad 
meridien, satisfont aux conditions de Tenonce. 

La droite donn6e a pour projection fcc, (/c' (fig. XII), 
mais on pent la remplacer par une droite [at, olil qui lui 
est paralieie et qui passe pat un point del'axe. Soient i la 
trace hori^ontale de cette parall^le^ et id une perpendi^^ 
culaire k la trace horizontale aq do plan meridien douiid, 
dattd lequel Tenoned exige que se trouv^nt les points de 
contact. La droite qui, dans Tespace, joint le point d Ml 
point [a, d] est celle k laquelle doivent 6tr6 paralldlles left 
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tlmgentes qu'il fibut mener k ee mMdien ; et pour eela nous 
feroBS encore toumer ce plan autour de Taxe, afin de le 
^ndre parallels au plan vertioaL AIofs le point d vient eh 
«, et la droite dont il a'agit vient m projeter en aV \ dond, 
si on m^ne les tangentes ^'pS g'r% paralleled k a^ef^ puis 
^'A 9^9^ perpendiculaires & ay^ les projections des points 
de centact seront f et f, g et §\ Mais il fatit *tablir ces 
points dans leur vraie sitaation : k cat efiet , on porte sur 
aq les projections hotizontales f etg au moyen des arcs fm 
et grif puis on deve sur xy les perpendiculaires mm' et 
nn! qu'oq termine aux horixontales f'mf et g'n'. 

On trouye ainsi les projections m et fn\. n et n', des points 
de contact. Ensuiie, les plans tangents qctf et spk' se ddter- 
minent faoilement au moyen des tangentes f'pf et ^fV, 
comme dans le probl^me VII (83) • 

Q0| pROBL^Mfi XIII. DHerminer lei proj^itiom de la 
eourbe formie par les pointi de contact d'uHe surfa6i de 
revolution avec les diffirents plans tangents quen p^ut 
mener a eette surface par un point exlirieuf : ou^ en 
d'autres termes^ irouver la eourbe de contact d'une sur-- 
face de revolution avec un e6n§ drconscrit dont le sommet 
est donni^ 

Gonsid6rez une suite de parall^les ou de m6ridiens, et, au 
xnoyen des probl6mes IX et X, cherchez les points de contact 
des plans qui passant par le sommet donn6, et qui toueheni 
la surface sur ces parall61es ou sur ces mdridiens. Tons les 
points de contact appartiendront k la couiiie dea]iand6e \ et 
comme oq peut les multiplier autant qu^on veut^ cette oourbe 
doit 6tre regard^e comme d^termin6e« 

Dans la fig XIII, les projections du semmet dpnnig sont 
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d et d\ et pour trouver les points de contact [m^m'] et [n^n']j 
situ6s sur le parallfele b'c\ on y a rapport6 la construction 
expos6e n** 84. On y a d6taill6 aussi celle de plusieurs points 
remarquables : k cet 6gard, nos explications seront accom- 
modSes au cas ou le m^ridien est une ellipse, mais il sera 
facile de les modifier dans les autres cas. 

1' Pour avoir les points situ6s sur Yiquateuft on re- 
marquera que la tangente men^e au m^ridien par un point 
de ce cercle est verticale, et qu'elle* d6crit, en tournant 
autour de Taxe, non un cone, mais un cylindre. De li il 
r6sulte qu'en menant les tangentes df^ dg, k la projection 
de r^quateur, et ensuite les perpendiculaires //*, gg' k la 
ligne de terre, les points dont il s'agit seront ceux dont les 
projections sont f et f, g et g'. II est d'ailleurs Evident 
a posteriori que les plans verticaux 61ev6s sur df et sur dg 
r6unissent k la condition de passer par le sommet [d,d'], 
celle d'fetre tangents k la surface, Tun au point [/,/'], et 
Tautre au point [g^gf] : car chacun d'eux contient une tan- 
gente k r6quateur et une tangente au m6ridien. 

2* Dans le plan vertical menez les tangentes d'h\d'i% 
puis les lignes de projection A'ft, i'i : les points [ft,ft'] et [t,i'] 
appartiendront k la courbe des contacts. En effet, si 
on veut connaltre les points de cette courbe situ6s sur 
les parallfeles qui passent aux points ci-dessus, et si on 
emploie la mfeme construction (84) que pour le parallfele 6V, 
il est facile de voir qu'on trouve ces deux points eux- 
mfemes. D'ailleurs on apergoit sur-le« champ que les 
plans perpendiculaires au plan vertical, conduits suivant 
d'h! et d'i\ sont tangents k la surface en ces points, et 
qu'ils passent au sommet [d^d']. 

3' Le plan m6ridien 61ev6 sur da contient le sommet 
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donn6 et partage la courbe des contacts en deux parties 
sym6triques. Si on veut avoir les points de cette courbe 
qui sont dans ce plan, il suffit de mener, par le sommet 
donn^, des tangentes au m^ridien qui y est contenu : car 
les plans conduits suivant ces tangentes , perpendiculaire- 
ment au plan de ce m^ridien , sont ^videmment tangents 
k la surface* Pour mener les tangentes dont il s*agit, on 
fera tourner ce plan autour de I'axe, afin de le rendre 
parallfele au plan vertical. Supposons que les projections 
du sommet donn6 deviennent alors 8,S' : on m6nera les 
tangentes S'/c*, 8'/' ; au moyen des points h! et l\ on d6ter- 
minera k et /, qu on ram6nera en p et 9 sur la ligne da ; 
puis, on tirera les lignes de projection pp' et qq\ qu* on 
termine aux horizontales k'p' et I'q'. On aura ainsi les pro- 
jections p et p\ q et q\ des points de contact cherch6s. 

Ces derniers points offrent des particularit6s sur l6s- 
quelles je dois insister : c'est que Tun est le plus haut de 
la courbe de contact, et Tauire, le plus bas. Pour le d6- 
montrer, imaginons qu'on veuille appliquer les construc- 
tions faites sur le parail^le b'c\ k des paralldes sup6rieurs 
au point k\ ou inf^rieurs k t. Alors la tangente Ve\ men6e 
en 6', et qui passe en de^k du point 8', serait remplac^e 
par une tangente passant au delk. Par suite le cercle ae, 
qui par ses intersections r et 5, avec le cercle d6crit sur da^ 
sert k determiner les points m et n, est lui-m6me remplac6 
par un cercle qui enveloppe le cercle ad, et qui n'a plus de 
point commun avec lui. Done, par le sommet [(/,d'], on ne 
pent mener aucun plan tangent dont le contact soit au- 
dessus de p\ ni au-dessous de ^. 

Revenons aux points determines sur le paralieie Vc\ 

L'horizontale passant par ces points a mn pour projection 

9 
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horizontale, et devient tangente h la courbe dee contacts 
lorsque m et n se r6unissent en un seul point. Or ce cas 
arrive quand r et 5 vienrient se confondre avec d, ce qui 
exige que la tangente b^e' aille se placer sur ft'8' ou sur fV. 
Ainsi, on revient encore aux points extrfemes p' et q\ quand 
on cherche ceux oil la tangente k la courbe de contact est 
horizontale. 

Remarque. Dans chaque projection de la courbe de con- 
tact on a distingu6 deux parties, Tune pleine et Tautrc 
ponctu6e , sqIou la region de la surface i laquelle elle appar- 
tierjt. Dans la projection horizontale, la partie pleine fpg 
r6pond h la portion de la courbe qui est au-dessus de 1*6- 
quateur, et la partie ponctufie fqg k celle qui est au-dessous. 
Dan^ la projection verticale, la partie pleine h'g'f vient 
de la region ant6rieure au m^ridien 6c, et la partie ponc- 
tu6e Ufi' vient de la region post6rieure. 

91. Probl^me XIV. Tronver les projections de la courbe 
form^e par le^ points de contact de tous les plans tangent^ 
m^nes a une surface de Tiwlution pc^rctUilemen^t a. une 
droite : om, en d'autres mots^ diterrniner la courbe de contact 
de cette surface avec un cylindre circonscrit dont les gMi- 
ratrices sont par alleles a une droite donn^e. 

Prenez une suite de parallfeles ou de mSridiens; puis, 
au moyen des constructions connues (87-89), cherchez 
sur chacun de ces parallfeles ou de ces m6ridiens, les points 
de contact de la surface de revolution avec des plans tan- 
gents parallfeles k la droite dpnu^e. Lp. ligne qyi jqint tous 
ces points est U courbe demand6e. 

Dans I'epure XIV, les projections de la droite donn^e 
sont be et 6'c', et on a appliqu6 au parallfele dV les con- 
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structions du n* 87. On a d6termln6 ainsi les projections 
m et fi, m' et n', de deux points de la courbe. 

Pour obtenir les points plac6s sur F^quateur, on mfene, 
parallMement k ftc, des tangentes& la projection horizontale 
de cet 6quateur : on trouve alnsi /" et j, qui sont les pro- 
jections horizontales de ces points, et dont on conclut les 
projections verticales f et g\ 

En menant des tangentes parallfeles k 6V, on trouve les 
points h' et i', desquels on d^duit h et t. Les points [/i,ft'3 
et [UH] sont ceux oil la courbe de contact rencontre le m6r}- 
dien parallfele au plan vertical. 

Enfin, pour avoir les points de cette courbe, qui sont 
sur le m^ridien parall^le k la droite donn6e, il suflfit de 
mener des tangentes k ce m6ridien parallfeles k la droite. 
A cet effet, on mfene par un point de Taxe une parallfele 
[al, a'Q k la droite ; et comme cette parallfele est dans le 
plan du mferidien dont il s'agit, on amfene ce plan k fetre 
parallfele au plan vertical, on cherche la projection ver- 
ticale a'6' de cette parallfele dans sa nouvelle position, et 
on mfene des tangentes parallfeles k a'V. Ces tangentes dfe- 
terminent les points ft' et P, et par suite ft et I. Alors, pour 
obtenir les projections des points cherchfes, tels qu'ils sont 
daps leur vraie situation, on dfecrit les arcs ftp et Iq^ puis 
on mfene les lignes pp' qq\ qu'on termine aux horizontales 
k'p\ tq\ L'un des deux points qu'on vient de dfeterminer 
est le plus haut de la courbe, et T autre le plus bas. En ces 
points, les tangentes k la courbe sont horizontales. 

Pans la figure, on a eu soin encore de distinguer par la 
ponctuation les parties de la courbe du contact, qui rftpon- 
4eQt au:^ diverses regions de la surface. 
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92. Probl£me XV« Par une droite donnee^ mener un plan 
tangent a une surface de revolution. 

Aprfes les deux problfemes pr6c6dents, celui-ci n'a aucune 
difficult^. On prend i volont6 un point sur la droite, et on 
d6termine la courbe de contact de la surface avec le c6ne 
circonscrit qui a ce point pour sommet (90) : 11 est clair 
que les plans tangents k la surface, conduits par la droite, 
doivent lire tangents k ce cdne ; par consequent les points 
ou lis touchent la surface de revolution sont sur la courbe 
de contact. En prenant un second sommet sur la droite 
donn6e, on determine une seconde courbe qui contient en- 
core ces points ; done ces points sont aux intersections des 
deux courbes. 

On pourra, sur la droite donn^e, choisir pour sommets 
des cdnes les points qu'on voudra : les constructions de- 
vront s'effectuer comme dans le prob. XIII. On pourra aussi 
remplacer un des cdnes par un cylindre circonscrit k la sur- 
face, et paralieie k la droite donn^e : alors la courbe de 
contact se determine par le prob. XIV. 

Dans repure XV, les projections de la droite donnee sont 
be et b'c\ le point [c, c'] de cette droite est celui qu'on a 
choisi pour le sommet du c6ne circonscrit, et on a trouv6 
que les projections de la courbe de contact sont dmen^ 
fm'g*n. La seconde courbe est celle du contact d'un cylindre 
circonscrit paralieie k la droite : les projections de cette 
courbe feont Amtn, Km'tn' ; et, afin d'eviter la confusion, on 
a trace en points ronds toutes les constructions qui servent 
k les determiner. 

On a eu soin aussi de distinguer par la ponctuation les 
parties des courbes qui appartiennent aux diverses regions 
de la surface ; et par ce moyen toute inceiiitude disparatt 



8URFAG£S COURBES ET PLANS TANGENTS. 18S 

quand on veut reconnaltre, dans les intersections des pro- 
jections, les points qui r6pondent aux intersections des 
courbes sur la surface. Par exemple, le point m doit venir 
d'une v6ritable intersection, parce qu'il est la rencontre 
des projections horizontales de deux portions de courbe si- 
tu6es au-dessous de F^quateur. On trouve ainsi sur la sur- 
face deux points d'intersection : Fun a pour projections m 
et m' ; Tautre n et n'. 

Le plan tangent au point [m, m'] est ras'. Sa trace ra est 
perpendiculaire k am^ et passe en r oH la droite donn^e 
perce le plan horizontal; pour avoir sa trace verticale as', on 
s'est servi de la parallfele [ms^ m!s'] men6e k ar par le point 
de contact. Les traces du second plan tangent se d6termi- 
nent de la m6aie mani^re, mais la trace verticale sort des 
limites du cadre. 

Scolie. La solution pr6c6dente n'est pas'la seule. En g6- 
n6ral, quelle que soit la surface k laquelle on propose de 
mener un plan tangent par une droite, la question se r6duit 
k trouver, sur la surface, un point par lequel on puisse 
mener deux tangentes qui rencontrent la droite. De Ik on 
conclut que, si Ton considfere deux surfaces diff6rentes, 
dent cbacune soit engendr^e par une droite assujettie k 
rencontrer toujours la droite donn6e, et i toucher la sur- 
face propos^e, les points communs aux deux courbes 
suivant lesquelles elles touchent cette surface seront les 
points de contact qu'il s'agit de trouver. 

U est bien Evident, d*ailleurs, que la loi suivant laquelle 
se roeut la g^n^ratrice des deux surfaces circonscrites peut 
varier d'une infinite de mani^res, sans que cette g^n^ratrice 
cesse de rencontrer la droite donn^e et d'etre tangente k la 
surface propos6e. Si on la fait passer toujours par un mfinne 
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point de cette droite, elle engendre un cdne ; et si ce point 
est situ6 k rinfini, c'est un cylindre. On pent encore couper 
la surface propos^e par une suite de plans horizontauxi et 
mener des tangentes aux sections par les points ou ces plans 
rencontrent la droite donn^e, ce qui d^terminerait un go-; 
noide. En prenant des plans assujettis h une autre loi, on 
aurait d'autres surfaces^ 

Ce qui vient d'6tre dit s'applique k une surface quelcon- 
que (pounru cependant qu elle ne soit pas ddveloppable) . 
8'il s'agit d'une surface de revolution dont I'axe soit 
vertical, les sections hori^ontales sont des cercles, auxquels 
il sera facile de mener des tangentes par les points ou les 
plans de ces sections rencontrent la droite donn^e ; et on a 
ainsi une premiere courbe. Pour en trouver une seconde on 
pourrait faire des sections parall61es au plan vertical, mais 
il faudrait construire les courbes provenant de ces diffS- 
rentes sections, ce qui est pen commode. II faudra mieuz 
assujettir les plans coupants k passer par Taxe, parce qu'ils 
oouperont tons la surface suivant des m6ridiens : on m^ 
nera, par le point ou chaque plan rencontre la droite doB- 
n6e» des tangentes au mdridien qu'il renferme ; el la 
nouvelle courbe de contact 6tant construitOi ses inter- 
sections aveo la premi&re donneroni la solution du pro- 
blftme. 

Plftn UAgm ft tia vfiim pit vM droit* d6&ii^. 

03. PaoBUi^iiE XYI. Par un$ droite di^nnie meMr un^lan 
tang$nt u une $phire^ 

Quatre solutions vont 6tre expliqu^es* Pour plud de Bim- 
plicite, on supposera que la ligne de terre pass^ p«r le 
eefitre de la sphere i dt sorte gue les itttereeettona da MIe 
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sphere par les plaos de projection seront deux grands 
iercles^ lesquels, sur T^pure^ sont confondus en un seuL 

P' solution (fig. XVI -1). La question se r6duit k 
trouver les points de contact, et on y parvient au moyen 
de deux cdnes, ainsi qu il a 6t6 expliqu6 au n"" 02 : mais on 
choisit, pour sommets de ces cdnes, les traces monies de la 
drOite< Imaginonsi par sa trace borizontale, deux tangentes 
au grand cercle situ6 dans le plan horizontal ; puis faisons ^ 
tea lourner autour de la droite qui unit le centre au sommet 
de ces tdng^ntesi II fest clair qu elles d^criyent un c6ne droit 
qui toUehe la sph^r^ suivant une circonfdrence dont le plan 
efet vertical^ et dont le diam^tre est la corde men^e entre 
les d^ux poizits da Contact. Pareillement^ ioaaginons qu'on 
ait men^i par la trace verticale de la droite^ deux tan- 
gentfes du grand cerele l^tu^ dans 1^ plan vertioali el une 
droite allant iiu oentre i la rotation des tangentes autour 4e 
eette der^ifere droite engafidre tin autre odne ; et ce edne 
tcnache eticore la sphSr^ suivant une eircenf^renoe dont le 
plali est perpetidiculaire aii plan vertical,, et qui a pour 
dlafii^tf e la oorde inende entre 1^ deilx p6iiits de contaet 
Geil deujs oirconf^l^neesy que j^ nommerai les basts des 
€6n6^ devant contetiir 16s points de contact^ il faut d^ter- 
tfAni^Y kufs intersections. A cet effet, on cherchera d'abord 
k droits suivant laquelle se coupent les plans des oircon- 
fSrences, et ensuite les points oii cette droite rencontre Tune 
Swelled. On comprend que oes constructions exigeront un 
l^abattement< 

Solent dft et a'b' les projections de la droite donn6e, a et 
b' ces tra^s t je mtoe les tangentes c|ui ddterminent les 
cordes ed 0t ^'d'* La circonfi^rence d^crite sur cd^ dans un 
plan perpendiculaire au plan horizontal, est la base du c6ne 
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qui a SOD sommet en a; et la circonf^rence d^crite sur 
c'(i', dans un plan perpendiculaire au plan vertical est la 
base du c6ne qui a son sommet en b\ II est done 6vident que 
les projections horizontales des points cherch^s doivent 
fetre sur cd^ et les projections verticales sur c'd' ; de sorte 
qu'on peut encore consid^rer les lignes cd et dd! comme 
les projections de la corde qui unit ces points dans Tes- 
pace. ^ 

Rabattons la base du second cdne sur le plan vertical ; 
pour cela il sufTit de d6crire la circonfference c'Mti'N sur le 
diamfetre c'd'. Pour avoir la position que prend alors la corde 
dont il s'agit, je construis les points e et f ou elle perce les 
plans de projection, et je remarque qu'apr^s le rabattement 
le point f n'a pas chang6, et que le point e se place, per- 
pendiculairement k c'd\ k une distance e'E 6gale k e*e ; 
done, en tirant E^', on aura le rabattement de la corde. 
Alors elle coupe la circonfference c'Md'N en M et N, qui sont 
les rabattements des points cherch^s : or, quand on remet 
cette circonfference dans sa vraie position, les perpendicu- 
laires Mm', Nn', abaissdes sur c'd', deviennent perpendi- 
culaires au plan vertical ; done m! et n' sont les projec- 
tions verticales des points cherch^s. On trouve ensuite les 
projections horizontales m et n, au moyen de mm' et nn\ 
qu'on termine k cd, Comme verification, on doit avoir 
am = Mm' et pn = Nn'. 

II ne reste plus qnk mener les traces des deux plans 
tangents, ce qui est facile ; car chacun d'eux passe par la 
droite donn6e, et est perpendiculaire au rayon men6 au 
point de contact. En consi^quence, sur les projections om, 
om\ du premier rayon, onabaisse les perpendiculaires ap, 
b'p'; et on a les traces du premier plan tangent, lesquelles 
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doivent se croiser sur la ligne de terre au m6me point. 
Pareillement sur les projections on, on\ du second rayon, 
on abaisse les perpendiculaires ag, b'q\ lesquelles sont les 
traces du second plan tangent. 

94. IP solution (mfeme fig.). Au lieu du c6ne acd, onem- 
ploie un cylindre. A cet effet, on mfene par ie centre de la 
sphere un plan lot' perpendiculaire k la droite donn6e, 
puis on regarde le grand cercle d'intersection, de ce plan 
avec la sphere, comme la base d'un cylindre parall^le k la 
droite. II est clair que les points de contact doivent 6tre 
sur ce grand cercle, et que T intersection du plan tot' avec 
le plan de la base du cdne b'cd! sera la corde qui joint ces 
points de contact. La projection verticale de cette intersec- 
tion est d6jk c'd\ et sa projection horizontale cd est facile 
k trouver (19). Alors on fait le rabattement c'Md'N de la 
base du cdne, et les constmctions s'ach6vent comme pr^- 
c^demment. 

Remarque. Puisque le plan tot' contient la corde qui joint 
les points cherch^s, il s'ensuit que les traces ot et ot' doivent 
passer aux points e et f d^termin^s dans la premiere solu- 
tion, comme 6tant ceux oi!L cette corde rencontre les plans 
de projection. 

95. ///'' solution (fig. XVI-2). Dn des cdnes suffit k lui 
seul. En eifet, si on cherche le point oil la droite rencontre 
le plan de la base de ce cdne, et que par ce point on 
mtoe des tangentes k cette base, les plans conduits par la 
droite donn^e et par ces tangentes, 6tant tangents au cOne 
et k la sphere, seront les plans demandSs. 

Servons-nous du cdne b'c'd'^ dont la base est dans un 
plan 61ev6 suivant c'd\ perpendiculairement au plan verti- 
cal. En prolongeant a'b' et c'd\ Tintersection g' sera la pro- 
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jection verticale du point ou la droite rencontre le plan du 
cercle, et on aura la projection horizontal de ce point par 
Tintersection g de ab avec g\ perpendiculaire k xy. On 
Yoit done que la rencontre de la droite avec le plan a lieu, 
dans respac6» sur une horizontale passant en g', et dont la 
grandeur k partir de g' est ^gale k gX Par consequent, en 
ral)attant la base du cdne sur le plan yerticali ce point se 
portera sur une perp^diculaira k €'d\ k une distance 
g'Q 6gale k gX^ei les tangentes menses de ce point k la 
base du cAne, se rabattront sur les tangentes GM et GN. 
AlorS) comme prdc^demment^ on abaisse les perpendicu- 
laires Mm'i Nn', k o'd!% et ensuite des perpendiculaires k 
soyi sur lesquelles on prend ttmcaMm', et ^ncsNn' i les 
projections ded points de contact cbercb6s seront m, m\ 
et n^ n'. 

En menanti par led points a et b\ des perpendicukireB 
aux projections des rayons, on aura les traces des plans 
tangents. Mais ioi il faut observer que si on, prolonge les 
tangetites GM et GN jusqu aux points r et #i oil dies rea- 
cOntreiit c'd'i ccfs pointd ike doivefit pas changer %uand les 
taDgentes reviennent k leur veritable portion , et que par 
suite ils appartiennent aux traces verticales des plans tan- 
gents : o*est^&^dire qu^ la trIiiCi b'p* doit passer en r^ et 
la trace b'q' en s. 

§d« IV^ iolution (mdme fig<). £nfi6, TenlpM du cylincke 
parall^le k la droite dOnnie^ ciu plutdt^ du grand cercle 
dont le plan est perp^diculaire k eette droite^ duffit taEBi 
pour r^soudre le problimei II faut alors di§fenninel* le 
point ou ce plah I'eneontr^ la drdte^ et mener, par ce 
point, deux tangentes k ce grand cercle t eUes l^otit con- 
nKftf# left pointis de o^nt^ct ; et, eh conduisaiit des plans 
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par la droite donn^e et par c@s tangentes, on aura les plans 
tangents. 

On pent d^montrer d posterior^ que chacun de ces plans 
est tangent k k sph^e. Pour abr^ger, disignons-les par T 
€t T', et le plan du grand oercle par G. Puisque le pl«) T 
Gontient la droite donn6e» il doit 6tre perpendiculaire au 
plan G ; et puisqu'il oontient une tang^te au grand cerde, 
il est Evident que cette tangente est 1* intersection des plana 
T et C« Or le rayon men4 au point de contact est, dims le 
plan G| perpendiculaire & cette tangente; done le rayon est 
perpendiculaire au plan T ; done le plan T est tangent 4 la 
spbdre. Mdme raidonnement pDur le plan T'« 

Maintenant void les constructions« On m6nd par le 
centre, perpendiculairement k oft, a!b\ les Ugnes ^U o<'» 
qui seront les traces du plan perpendiculaire k la droite 
donn^e ; on determine les projections, h et h'^ du point 
d'intersection de la droite avec le plan ; on cherche la dia- 
fonce de ee point au point I, au moyen du triangle rectangle 
thy, dont th est la base, et h^ la bauteur $ puis on fut 
toumer le plan tot! autour de oU pour le rabattre sur le plan 
horizontal. Alors le grand cercle, situd dans le plan toi\ 
yient se confondre avec celui qui est d&jk tracd dans le 
plan boriiontal i eti d'un autre cdt6^ le point ih%h'] 6tant 
eur une vQrticale 61evto en A, et ht 6tant perpendiculaire k 
Qtf il est clair que ^i dans Tespace^ est perpendiculaire k 
ot {Intr. 19). U suit de 14 que, pour avoir le rabattement 
du {K)int [ftyA']^ il &ut prendre iH s iv sur le prolonge- 
stenl de ht^ et quoi pour avoir celui des tangentes qui 
vont de dt point au grand Oercle, il kXkt m^aer les ton- 
gentes HM', HN'. 

Remettons les choses k leur place, c'est*4«dire, rame- 
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nons ces tangentes k la position qu'elles occupaient dans le 
plan tot' avant le rabattement. La tangente HM' rencontre 
la trace ot en un point t qui ne vaiie pas ; done la projec- 
tion horizontale de cette tangente sera ih. En abaissant i{ 
perpcndiculaire k xy^ et tirant fh\ on aura sa projection 
verticale. Ainsi, on connatt d^ji les projections d'une droite 
qui contient Tun des points de contact. Mais le point M\ en 
toumant, reste dans un plan perpcndiculaire k o^ et par 
consequent sa projection horizontale est sur la perpcndicu- 
laire M'm k ot ; done la projection horizontale du premier 
point de contact se trouve k la rencontre de M'm avec tft, et 
par suite sa projection verticale est k Tintersection de ih! 
avec la ligne de projection mm\ On obtient de la m6me ma- 
ni^re les projections hk, h!k' de la seconde tangente, et en- 
suite les projections n, n\ du second point de contact. 

La corde M'N' donne lieu k une verification. Quand elle 
est remise k sa vraie position, ses projections sont mn et 
fn'n'. Mais le point e, oii elle coupe ot^ restant fixe, est la 
trace horizontale de la corde qui joint les points de contact ; 
done il doit 6tre siu- la ligne mn, et sa projection verticale 
ef doit fetre sur m V. 

Du reste, les traces des plans tangents se determinent 
comme dans les autres solutions. Mais ici on remarquera que 
les deux tangentes rencontrant le plan horizontal en t et en 
&, sur la trace of, les traces horizontales des plans tangents 
doivent passer respectivement par ces points. Pareillement, 
lespointsoiiles tangentes rencontrentle plan vertical,doivent 
6tre k la fois sur la trace ot' et sur les traces verticales des 
plans tangents : c'est pour cela que les lignes i'h\ ot' et b'^ 
vont se croiser au m6me point. 
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Plans tangents k la surface gauche de revolution. 

07. Probl£m£ XYII. £tant donnis Vaxe et la giniratrice 
(tune surface gauche de r^olution^ mener un plan tangent 
a un point de ceite surface.. 

Dans ce probl^me et dans les suivants, ce n'est plus an 
m&ridien de la surface qui est donnS ; et, pour la determi- 
nation du plan tangent, c'est de la droite giniratrice quil 
faut faire usage. De \k r^sultent quelques modifications 
dans les constructions (82-92). Je continuerai de prendre 
le plan horizontal perpendiculaire k Taxe de revolution, et 
je supposerai que la gen^ratrice est donn^e dans la position 
oti elle est parallde au plan vertical. 

Soient a ( fig. XYII ) la projection horizontale de I'axe, 
ala'* sa projection verticale, et 6c, b'c\ les projections de la 
g6n6ratrice. U est Evident que 6c doit etreparall61e k la ligne 
de terre, que la perpendiculaire a6, abaiss6e sur 6c, est la 
projection de la plus courte distance entre la g^neratrice et 
Faxe, et que le cercle 6d«, d6crit du rayon a6, est la projec- 
tion horizontale du collier. Quant k la projection verticale 
du collier, elle se trouve sur la parallfele k a?j/, men6e par 
Tintersection 6' de a^al' avec 6'c', 

Le plan horizontal coupe la surface suivant un cercle qui 
a son centre au point a. On trouve un point de ce cercle en 
determinant la trace horizontale c de la generatrice ; done 
on pourra d6crire ce cercle, qui est cfg. Toutes les genera- 
trices de la surface ont leurs traces sur ce cercle. 

Soit m la projection horizontale d'un point de la surface. 
Toutes les generatrices doivent se projeter sur le plan hori- 
zontal tangentiellement au cercle hde {Qh) ; par consequent, 
si on mene les taDgentes md et me au cercle bde^ elles se- 
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ront les projections borizontal^ dea generatrices qui, sur la 
surface, passent aux points projet^s en m. 

Pour avoir les projections verticales de ces gtoSratrices, 
remarquons d'abord que les points d et e sont les projections 
horizontales des points ou ces g4n6ratrices rcncontrent le 
collier, et que par suite on en trouve les projections d! et e\ 
en menant dd' et ee' perpendiculairement k xy. En second 
lieu, remarquoni que les traces horizontales des mfemes ge- 
neratrices doivent fetre aux intersections ^ et g du cercle efg 
avec les deux tangentes. Toutefois, pour ne pas se tromper 
sur la vraie position de ces traces, il ftiut suivre le mouve- 
ment de la g6neratrice pendant qu'elle engendre la surface ; 
et c'est ainsi qu'on reconnalt que le contact 6 venant se 
placer en d et en c, le point c se transporte en f et en g. 
Projetons f et g en f et g* sur ary, puis tirons fd^ et gV : 
ces droltes seront les projections verticales des deux gene- 
ratrices ; et, par consequent, si on mfene du point m une per- 
pendiculaire k xy, les points m' et m", ot elle rencontre fd* 
et^e\ seront les projections verticales des points de la sur- 
fece, correspondants k la projection horizontale m. 

Le plan tangent en chacun de ces deux points est facile i 
determiner : car il doit contenir la generatrlce et la tan- 
gente au paraJlfele qui passe au point de contact. La droite 
mp^ perpendiculalre k am^ est la projection horizontale des 
tangentes aux deux paralieies ; les droites my et m"p"^ pa- 
ralieies kxy^ sont les projections verticales de ces tangentes ; 
et par suite leurs traces verticales sont p' et p". Mais les 
traces horizontales des plans tangents doivent passer en 
f et gr, et fetre parallfeles k ces tangentes ; done, si on mfene 
fit et gp parallfelcs i «ip, et si on tire op' et pip", les plans 
tangents seront fap' et g^f. 
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Remarques* Observez que les traces verticales des deux 
gtofiratrices devront fetre respectiyement sur les traces ap', 
Pp", et que la droite projet6e en de^ dV, 6tant commune 
aux deux plans tangents, sa trace verticale o' est aussi com- 
mune aux traces verticales de ces plans. 

D'autres verifications, plus remarquables, rdsultent de ce 
que la surftice peut 6tre engendr^e de deux maniferes par 
une droite (65). Si on prolonge cb jusqu en ft, la droite dont 
la trace horizontale est h, et qui rencontre le collier au 
point [ft, 5'], est la g6n6ratrice du second mode. La rotation 
de cette g6n6ratrice amfene hb en te, et de Ik on conclut la 
projection verticale tV, qui doit passer au point m : et pa- 
reillement, hb venant en fcd, la projection verticale cor- 
respondante est fc'(f , dont le prolongement doit passer 
en m". 

Si on eftt commence par chercher, dans les deux modes, 
les generatrices qui passent par chaque point de contact, 
elles eussent suffi pour determiner le plan tangent en ce 
point : il n'est autre que le plan de ces deux lign^s (60) . 

©8. PROBtfeME XVIII. Par un point donni^ hors d'une sur- 
face gauche de rivolutionf mener un plqn qui soil tangent 
a cette surface sur un miridien donne^ ou sur un paral- 
lile. 

Je supposerai d'abord que le contact doive se faire sur 
un m6ridien dont le plan est donne. Les constructions set 
ront fondees sur ce que le plan tangent doit k la fois ft^re 
perpendiculaire au plan donn6, et contenir un^ g^neratrice 
de la surface. 

Soient ad (fig. XVIII) la trace du plan iperidien, et o,o' 
les projections du point donne. Le plan tangent devant etre 
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perpendiculaire au plan m^ridien, sa trace horizontale sera 
perpendiculaire k ad; et par suite, si on imagine qu'un 
plan horizontal soit men6 par le point [o^o']y Tintersection 
de ce plan avec le plan tangent aura pour projections la 
perpendiculaire oe k ad, et la parall6Ie o'e' k ocy. La droite 
[oe, o'e'] appartient done au plan tangent ; par consequent 
le point e'y ou elle perce le plan vertical, est sur la trace 
verticale de ce plan tangent. 

Le m6aie plan horizontal coupe la surface gauche suivant 
une circonf6rence, dont on determine facilement la projec- 
tion horizontale fghy en cherchant le point [/",/"] ou il ren- 
contre la g6n6ratrice donn6e [6c, Vc''\ ; et cette circonf6rence 
est coup6e par la droite [o«, o'e'] en deux points [g^g*] et 
[A,h']. Mais le plan tangent doit contenir une gto^ratrice de 
la surface, et cette g6n6ratrice doit rencontrer la circonf6- 
rence projet^e en fgk ; done, si Ton m^ne les tangentes gi 

• 

et hk k la projection du collier, on aura les projections de 
deux g6n6ratrices, dont chacune est dans un plan tangent 
qui doit satisfaire k r6nonc6 (on ne considfere pour le mo- 
ment que les g6n6ratrices qui appartiennent au mfeme mode 
de generation que la droite donn^e). Toutes les g6n6ratrices 
allant rencontrer le plan horizontal sur une circonfference 
connue rpg, on prolonge gi et hk jusqu'en p et g, et on con- 
natt ainsi un point de la trace horizontale de chaque plan 
tangent. Alors on conclut qu*en menant pa et 9^, paralieies 
k oe, et tirant ensuite ae' et ^e\ les plans tangents cher- 
ch6s seront pae' et q^e'. 

Les points de contact ne sont pas encore determines ; ils 
ie seront facilement en construisant les generatrices du se- 
cond mode, qui doivent respectivement appartenir aux deux 
plans tangents. La tangente hi est la projection horizontale 
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de celle qui appartient au plan pae', et doit rencontrer la 
trace pa et le cercle cpq au m6me point r ; la tangente gm 
est la projection horizontale de la g6n6ratrice situ^e dans le 
plan 9^, et doit passer par* le point 5 commun au cercle cpq 
et ila trace 9^. Maintenant faites les projections verticales 
pY, rT, ^K^ ffm\ correspondantes k pi, rZ, gft, sm ; et il est 
clair que les points de contact des plans pae\ 9^', seront 
d6tennin6s : Tun, par la rencontre des droites [pt\ p'i] et 
[rl^ fT], et Tautre, par la rencontre des droites [qk^ q'V] et 
[5m, s'm!]. Les projections du premier point tombent en 
dehors de la figure, celles du second sont n et n\ Quelques 
verifications sont indiqutos sur F^pure. 

99. Quand le contact doit avoir lieu sur un parall61e 
donn6, la solution du probl6me est fort simple. EUe se 
r^duit k mener un plan tangent k la surface en un point 
quelconque de ce parall^le, et k faire tourner le m^ridien 
de ce point, ainsi que le plan tangent, qui lui est perpen- 
diculaire, jusqu'^ ce que ce plan tangent vienne passer au 
point donn6. Les constructions ne peuvent ofirir aucune 
diflScuIt& 

100. Probl£bie XIX. Mener a une surface de rivolution 
un plan tangent parallele a un plan donni. 

Quand la g6n6ratrice d'une surface de revolution n'est 

pas un m6ridien, et qu'on propose de mener un plan tangent 

a cette surface parall^lement k un plan donn^, il faut, en 

general, determiner prealablement un meridien de la 

surface, au moyen des methodes qui seront expliqu^es dans 

la troisieme partie ; aprfes quoi les constructions du n"* 88 

peuvent recevoir leur application. Mais, dans le cas particu- 

lier de la surface gauche, cette determination est inutile. 

Alors, k cause des deux modes de generation dont la 

10 
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surface est susceptible, chaque plan tangent doit cotitenir 
deux g6n6ratrices de cette surface. Or, on salt (68) qu en 
traneportant au centre du collier, parallfelement k elles- 
mdrnes^ toutes les generatrices de la surface ^ elles y for- 
ment un cOne droit k sa base circulaire qui k le m6me axe 
que la surface. De Ik je conclus qu'un plan conduit par 
le sommet de ce cdne, paralldement au plan donne, doit 
eouper ce cdne suivant deux droites respectivement paral- 
l^les aux generatrices qui passent aux points de contact ; et 
des lors ces generatrices sont faciles k determiner. 

Boient (fig. XIX) dacT le plan donne, et bc^ 6V les projeo^ 
tions de la generatrice de la surface* Si on mdne ae pa* 
ralieie k bc^ les droites ae^ Vd seront les projections d'une 
paralieie k cette generatrice. Gette paralieie passe au centre 
du collier 9 et en tournant autour de Faxe elle dectit le 
cdne asymptot^ dont les generatrices sont parallftles h 
celles de la surface gauche (68). Si on construit sa trace 
horizontale e^ et si on decrit un eercle avec le rayon ae^ M 
aura la base du e6ne sur le plan horizontal. 

Par le sommet de ce c6ne, il faut conduire un pkn pa'^ 
ralieie au plan dad'; et k cet effet on mene^par ce som- 
met, une horizontale paralieie k la trace da, on construit 
son intersection f avec le plan vertical^ puis on m^ne les 
traces f^ et ^/i, respectivement paraUeies k d'^ et ad. La 
trace ^ rencontre la base du c6ne en g et en A ; et de 1^ 
resultent ag et aA, qui sont les projections horisontaJes de 
deux generatrices suivant lesquelles le plan h^f coupe le 
cdne. , Or, ces generatrices sont paralieies k celles qu'on 
cbercbe sur la surface gauche $ done je connattrai les pro- 
lections horizontales de celles-ci en menant des tangentes 
au cercle a6, paralieies 4 ag et ^ ah. 
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Dans ces quatre tangentes, il y en a deux, pk et qi^ qui 
r^pondent k deux generatrices dont les intersections avec 
le plan horizontal sopt pet q^ et dont les projections verti- 
cales sont p'k et q'i'. Ces deux g6n6ratrices, appartenant i 
deux modes de generation differents, se rencontrent en un 
point [m^tn']^ et determinent le plan pifr, lequel est tan- 
gent en ce point k la surface* et pai*alieie au plan donne. 
Les deux autres tangentes* si et to^ repondent k deux ge- 
neratrices qui doivent aussi se rencontrer ^n un point 
[nin']f et qui determinent un second plan tangent) sBui 
paralieie au plan donne. 

lOl. Problems XX. Par une droite donnie^ m$ner un 
plan tangent a une surface gauche de revolulionB, 

Pour resoudre ce probieme de la maniere la plus simple* 
on determine le point ou la droite rencontre le plan du 
collier; on consid^re ce point comme le sommet d'un cdne 
circonscrit k la surface gauche $ puis on m^ne un plan tan- 
gent k ce c6ne par la droite. Mais avant de developp^ 
les constructions, il est bon de rappeler quelques pro- 
prietes sur lesquelles elles se fondent, et qui appartiennent 
k la Geometrie analytique. 

D'abord, la ligne de contact du cdne avec la surface 
gauche est plane et du second ordre ; et comm^ le sommet 
du cdne est dans le plan du collier* et que le collier coupe 
la surface symetriquement* il est evident que le plan de 
cette ligne est perpendiculaire k celui du collier* 

En second lieu, cette courbe est une hyperbole dont il 
est facile d* avoir un axe et les asymptotes. En effet* sup- 
posons* pour fixer les idees, que le sommet du cdne soit 
hore dtt collier» et par ce point menons deux tangentes 
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au collier : la corde qui joint les points de contact sera 
Taxe transverse; et, pour avoir les asymptotes, il suffira 
de mener par le milieu de cette corde, dans le plan de 
Thyperbole, deux droites qui forment avec une parallfele k 
Taxe de revolution des angles 6gaux k ceux des gene- 
ratrices de la surface gauche avec cet axe. 

En troisieme lieu, connaissant un axe et les asymptotes, 
on trouvera Tautre axe, et ensuite les foyers. Alors on 
pourra, au moyen d'une construction geometrique, et sans 
tracer Thyperbole, mener des tangentes i cette courbe 
et determiner les points de contact. 

Bevenons a la question : elle se reduit k mener, par la 
droite donnee, des plans tangents au cdne qui a pour base 
Thyperbole dont il a 6te mention tout k I'heure. A cet effet, 
on determine, comme on vient de Texpliquer, le plan, 
Taxe transverse, les asymptotes et les foyers de Thyperbole ; 
on prolonge la droite donnee jusqu'i son point de rencontre 
avec le plan cle cette courbe; puis on mfene, par ce point, 
des tangentes k cette courbe, et on construit les points de 
contact de ces tangentes. Ges points sont ceux oti la sur- 
face gauche doit 6tre touchee par les plans tangents cher- 
ches, et le probieme n'a plus aucune difficulte. 

Conservons toujours la disposition des epures prec6- 
dentes, et soient ef^e'f les projections de la droite donnee 
(fig. XX) . D'aprfes ce qui est dit plus haut, je determine le 
point [g^g'] oil elle rencontre le plan du collier, je mfene 
les tanp^entes gh^ gU au collier, et je tire At par les points de 
conta(^t. Les points h et t sont les projections horizontales 
de fieux points qui appartiennent k I'hyperbole suivant 
lac^elle la surface gauche est touchee par le cdne circonscrit 
dont le sommet est au point 1^,9']; et comme cette by* 
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perbole est partag6e sym6triquement par le collier, il s'en- 
suit que t'A est k la fois la projection du premier axe de 
cette courbe et la trace du plan vertical qui la contient. 
Ge plan est rencontr6 par la droite en un point dont il est 
facile d'avoir les projections k et fc^ et c'est de ce point 
qu'il faut mener des tangentes k Thyperbole. 

Pour y r6ussir, je ramSne ce plan k fetre parallMe au 
plan vertical en le faisant toumer de mani^re qu'il reste 
toujours k la m6me distance de Taxe : alors les construc- 
tions qui doivent se faire dans ce plan pourront s'exteuter 
dans le plan vertical de projection/ Soit HI la position que 
prend la courbe hi : si on tra^ait la projection verticale de 
I'hyperbole, on aurait une hyperbole de mfeme grandeur, 
dont le premier axe HI' est 6gal k HI ou hi, dont les 
asymptotes sont b'c' et b'd\ et dont il est facile d'avoir les 
foyers fet^. Le point [ft, k] d^crit un cercle autour de 
Taxe, et vient se placer dans une position dont il est 
facile d'avoir les projections K et K'. On a repr6sent6 dans 
I'^pure les constructions n6cessaires pour avoir les tangentes 
menses du point K' k I'hyperbole : les points de contact 
sontM', N'. 

Ces deux points doivent fetre regard6s comme les pro- 
jections verticales de deux points, dont les projections hori- 
zontales, M et N sont sur HI ; et il faut chercher ce que 
deviennent les projections de ces points quand le plan 
de I'hyperbole retourne k sa vraie position. Or, il est Evi- 
dent qu alors M et N, se portent en m et n sur hi, apr^s 
avoir dScrit les arcs Mm, Nn, autour du centre a, et que 
les projections verticales doivent se placer aux intersections 
m\ n\ des ligne^s de projection mm\ nn\ avec les horizon- 
tales MW,NV. Ainsi se d^terminent les projections m etm', 
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n et n', des points de contact de la surface gauche avec les 
plans tangents demand^s. 

Les traces de ces plans sont faciles k conatruire. le 
chercheles traces e, f\ de la droHe donn^e ; et coname 
tout plan tangent k une surface de r6volution est peppen^ 
diculaire au u^^ridien qui passe au point de ccmtaot, je tire 
aniy ant et j*abatsse sur ces lignes les peipendiculaires er^ 
es^ qui seront les traces horizontales des plans tangents. 
On aura leurs traces verticales en joignant f avec les points 
ou ces perpendiculaires vont couper xy. 

Quandces dernlers points sont trop 61oign6s, on y supplSe 
de diverses mani^res. Par exemple, on peut mener, par les 
points de contact » des paralI6Ies [mp, m'p'], [nq^ n'^]^ k la 
droite donn^e, ce qui fera trouver les points p' et g'. 

Rmarques* U peut se faire que le point [g^g^] soit iQt6*> 
rieur au collier. La courbe de contact de la surface gauche 
avec le c6ne circonscrit est encore une hyperbole situ6e 
dans un plan vertical, mais alors son axe transverse est 
vertical Pour obtenir cet axe, mener un plan mSridien par 
le point Ig^g']^ qui dans le cas actuel est int6rieur au collier : 
ce plan coupe le surface suivant une hyperbole dont on 
connalt un axe aihsi que les asymptotes, et k laquelle il 
sera facile de mener des tangentes par ce m^me point [g*^']. 
La droite qui unit les deux points de tangence ainsi d^ter* 
min6s est Taxe transverse qu il s'agit de trouver. Du reste, 
les constructions different peu de celles qui out m ddve- 
lopp6es dans T^pure. 

Le cas ou la droite donn6e est horizontale n'est pas 
compris dans ce qui pr6c6de. Alors, il suiBt de mener un 
plan m^ridien perpendiculdre k cette droite, et, pap le 
point oti il la coupe, des tangentes k Tbyperbole suivant 
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laquelle il r^ipicontre la surfitce gauche ; les points <te contact 
de ces tangentes seront ceux des plans tangents. II est 
clair d'aUleurs qu'il y a dea cas ou le probl^me est im'* 
possiblet 

Plans tangents k quelques surfaces gauches qui ne sont pas de revolution. 

102, PnoBiilMfi XXI. £ttmt donniea troiB droits qu$ Von 
prend pour directrice$ d'une mrfao$ ge^uohe^ on propo8$ 
d0 construire d*abord une gMratriee quelconque de la 
surfatt^ ^t emuite le plan tangent m un poinjt qu$lconqU9 
d^ ^tle giniratrice. 

En gto^ral, la surface dont 11 a'agit est un byperbo* 
lolde (62) . Qaand les directrices sont parall^les h un plan, 
c'est un paraboloide (73, seoUe II) ; mala la solution sui^ 
yanle convieni h tous les caa. Prenez k volenti un point sur 
Tune des directrices , t:;ondui3ez un plan par ee point et, 
par Tune des deux autres, d6terminez le point d'inter^ 
eeotion de ce plan avec la troisi^me, et menez une droite 
par ce dernier point et par cdui qui a 6t^ pris sur la 
premiere directrice. Cette droite rencontre Mdemm^t les 
trois directrices, et est par consequent une gtetoitrice de 
la surface. La question exige ensuite qu'on prenne un 
point quelconque sur cette g^n^ratrice, et qu'on mtoe par 
ce point un plan tangent k la surface. Or, ce plan devant 
contenir la g^n^ratrice, il sufiit de trouver une seconde 
droite qui y soit contenue. Pour y parvenir, on determine 
deux autres gSn^ratrices et on m6ne par le point de contact 
une droite qui les rencontre toutes deux : d'apris une pro- 
position eonnue (71), on est sAr que cette droite ap- * 
partient k la surface, et par consequent aussi au plan 
tangent. 
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Nommons (fig. XXI) A et k\ B et B\ G et G, les projec- 
tions des trois directrices; et soient a et a' celles d'un point 
quelconque de la premiere. Je mtoe par ce point une paral- 
lels &la seconde, et je construis sa trace horizontal b. Je 
construis aussi les traces c, d^ de la seconde directrice, puis 
je tire les droites 6ca et ad, qui sont les traces d'un plan 
passant par le point [a, a'] et par la droite [B, B']. Enfin je 
cherche (20) les projections e, e\ de I'intersection de ce 
plan avec la troisifeme directrice [G, G'], etje tire ae^ ate'. La 
ligne dont ces droites sont les projections est une g6n6ra- 
trice ; car, d'apr^s la construction, elle contient un point 
de la premiere directrice et un point de la troisi^me ; et 
en outre elle doit rencontrer aussi la seconde [B, B'], puis- 
qu'elle est situ^e avec elle dans le plan bad (c'est pourquoi 
kH est perpendiculaire k xy). Je determine de la m6me 
mani6re les projections fg et fg'y hi et hW^ de deux autres 
generatrices. 

Soit pris sur la premiere g^neratrice un point quelconque 
[m, m'], par lequel on propose de mener un plan tangent 
k la surface gauche. D'aprfes ce qui a 6t6 rappele plus haut, 
il faut chercher une droite qui passe par ce point et qui 
s'appuie sur les deux autres generatrices : c'est ce que je 
vais faire au moyen des constructions connues I" part, n* 30 
(prob. XIII, 3* solut.). En consequence, par le point de 
contact et par deux points pris arbitrairement sur la gene- 
ratrice [fg, f'^], je m6ne les droites \mn, win'] et [mo, mV], 
puis je cherche les points [p, p'], [q, q[], oil elles rencontrent 
le plan vertical qui renferme la generatrice [hi, h'i'] : alors 
je connaltrai I'intersection [r, r'] de la droite [pq, pY] 
avec cette generatrice , et par suite je connaitrai aussi la 
droite \mr, mV]. Or, c'est cette ligne qui, avec la g^ne- 
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ratrice [ae^ a'e'U determine le plan tangent ; done en con- 
struisant les traces de ces deux lignes, on aura le plan 
tangent svt. 

Observez que la g^n^ratrice est dans le plan 6ad, et que 
par consequent sa trace yerticale u doit 6tre sur la trace 
verticale de ce plan. 

103. ProbUme XXII. Trots ellipses sont dannies semblables 
et semblablement situies, elles ont lews centres sur la mime 
verticale. On suppose en outre que les deux plus grandes 
sont igaUs entre eltes^ et placies dans des plans ^galement 
distanls du plan de la plus petite. Ces trots courbes itant 
considirHs comme Us directrices d'une surface gauche^ on 
propose de mener un plan tangent a cette surface par un 
point pris a volonti sur une giniratrice quelconque. 

Supposons qu'on connaisse les trois points par lesquels 
une g^n^ratrice s'appuie sur les directrices, imaginons en 
ces points trois tangentes k ces courbes, et prenons ces tan^ 
gentes pour directrices d'une nouvelle surface gauche. La 
g6n6ratrice dont il s'agit appartiendra aussi k cette surface, 
et le plan tangent en chaque point de cette g^n^ratrice sera 
le m6me pour les deux surfaces (7A). Les trois tangentes 
directrices 6tant horizontales, la seconde surface est un pa* 
raboloide (73, scolie II) , et en la coupant par des plans ho- 
rizontaux on doit trouver des droites (73, scolie I). En con- 
s^uence, pour avoir le plan tangent k la surface propos^e, 
en un point donn6 de la g6n6ratrice, on d^terminera une 
seconde gSn^ratrice de la demi^re surface, on minora par 
le point donn6 un plan horizontal qui coupera cette g^n^- 
ratrice en un point, et on fera passer une droite par les 
deux points : cette droite sera tout entifere sur le parabo- 
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loiide, de sorte que le plan d^termind par c^tte droitQ et par 
la premi&re g^p^ratrice sera le plan tangent demand^. Tout 
cela a d6ji 6t6 dit n* 75. 

U est permis de prendre Tune des grandes ellipses, acb 
(fig, XXII) t dans le plan horizontal de projection, et son 
grand axe ab parallfele k la ligne de terre ocy ; alors la pro*- 
jection verticale de cette ellipse est une portion a'b\ 6gale 
k ab^ de ay. D'apr^s T^nonc^, les c^tres des troia ellipses 
donn^es ont pour projection borizontale commune le centre 
de rellipse acb ; Tautre grande ellipse a pour projection 
borizontale cette mfeme ellipse ac6, et pour projection ver- 
ticale upe droite a"b^' paralWle i xy et 6gale k alb' ; enfin 
la petite ellipse a pour projection borizontale une ellipse ife 
9emblable k acb^ dont le grand axe d« est sur aby et elle a 
pour projection verticale une borizontale d'e\ 6gale h de et 
6quidi8tante de olb' et de a'V* 

Pour un moment, eonsid^rons k part (fig, 6) lea deux 
ellip^e^ acb^ dfe. En un point queloonque g de la petite me^ 
nons la tangente M qui coupe la grande en ft et t ; tirons lea 
demi-»diamtoes oft, oU qui rencontrent la petite en f et^; 
tirons aussi f^ et og qui se coupent en p. Puisque lea deux 
ellipses &ont concentriques, semblables et semblablement 
situ^es, on doit avoir oft : oi ; : 09 : o^ ; done ff^ est paral'- 
161e k hu Or, dans toute ellipse, les cordes parall61es k une 
tangente sont rencontr^ea en leurs milieux par le diamMre 
qui paase au point de contact ; done ^ ^ ^p, et par suite 
gh=sigii c'est^^-dire qu'une droite tangente k la petite el- 
lipse, et comprise dans la grande, est divis^e au point de 
contact en deux parties ^ales. 

Revenons k la question. Pour obtenir les projections d*une 
gitt^ratrice quekonque, je prends k volont^ le point g 
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(fig. XXII) sur Tellipse d/e, je mtoe la tangente At qui est 
divis6e au point g ep deux parties ^gales, et je mtoe aus^ 
les lignes de projection kh\gg\ ii\ qu'on termine respecti- 
vement h €lh\ d'e\ a"b". Lea projections ft et ft', g et g\ 
i et i\ seront celles de trois points appartenant respective^ 
ment aux trois courbes directrices : or il est facile de recon- 
nattre que ft', 9', i sont en ligne droite ; done les droites 
ft^i et Kg'i' sont lea projections d'une g6n6ratrice de la sur- 
face, et la trace bori^ontale de cette g6n^ratrice e^t en ft* U 
est d'aiUeurs Evident qu il exiate une autre g^n^ratrice qui 
a encore hi pour projection, mais dont la trace horlzontale 
est en t ; et alors la prcjection vertioale correspondante 
h i serait sur a'b\ tan<Us que celle qui r^pondrait & ft serait 
sur a"b". 

Maintenant, aoit propose de trouver le plan tangent k la 
surface en un point quelconque [m, m'] de lapremii^rQ gto6* 
ratrice [fti, AY]« II faut, avons-nous dit, remplacer la surface 
gauche de I'^nonc^ par le paraboloide dont les directrices 
touchent les trois ellipses aui points [ft, ft'], [9, g[] , [t, i']. G'est 
pourquoi je mtoe les tangentes ftft, ik ; et les trois nouvelles 
directrices seront les droites ind^fmies qui oat respective- 
ment pour projections ftft et a!b\ ik et d'e\ ik et a"6". Le 
plan vertical iievi sur ftft c(mtient la premiire de ces lignea t 
je determine ses intersections [ft, ft'] et [k, ft'} avec les deux 
autres, et je tire kk!". De cette mani£a*e, on est certain que 
la ligne [ftk, ft"ft'] rencontre les trois tangentes directrices, 
et que par consequent elle est une gto^ratrice du parabo<* 
loide. Alors j'imagine par le point [m, ml] un plan horizontal, 
dont je d6tQnnine Fintersection [n,n'] avec cette g^n^ratrice; 
puis je mtoe rborizontale [mn,iii'fi'] dont je construis la trace 
verticale p\ Le plan tangent devant eontenir I'horiiontalt 
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[mnftn'n'] et la g6n6ratrice [fti, ftV], je mineral Aa parall^le 
k mn, ensuite je joindrai ap' : le plan tangent sera hop'. 

On obtient des verifications en menant des parall^les k Aa 
par des points de la g^n^ratrice [Ai, A'i'] : c'est ainsi qu'on 
a trouv^ les points u' et v' sur la trace verticale. 

lOi. Auire solution. Par la projection in, menez une se* 
conde tangente srt k I'ellipse dfe. Elle sera la projection ho* 
rizontale de deux generatrices de la surface, lesquelles dif- 
ferent en ce que Tune perce le plan horizontal en s, et I'autre 
en t. Je considere seulement la premiere, qui a sVt* pour 
projection verticale, et jedisqu'elle passe au point [m, m']. 
En eifet, nommons X et H les hauteurs auxquelles les verti- 
cales eievees en m et r coupent cette generatrice ; il est 
clair qu'on a X : H :: sm : sr. Nommons Y Teievation du 
point (m, m') , et remarquons que celle du point (9,9') est 
egale k H : on aura Y :R :: hm : hg. Mais, paries proprietes 
de I'ellipse, il est aise de voir que les triangles gmr et hms 
sont semblables; done sm : sr i: hm : hg. Par suite 
X : H:: Y : H, d'oA X=Y, ce qui demontre la proposition. 

On a done, sur la surface gauche, une seconde genera- 
trice qui passe au point de contact ; et le plan tangent se 
trouve ainsi compietement determine. Cette deuxieme solu- 
tion est plus simple que la premiere ; mais aussi est-elle 
fondee sur des considerations moins generales. 

Remarque. De ce que les hauteurs X et Y sont egales, il 
s'ensuit qu'il y a sur la surface gauche dont il s'agit, deux 
systemes differents de generatrices, et que chaque genera* 
trice de I'un d'eux rencontre toutes celles de I'autre. Cette 
surface pent done etre decrite par une droite qui s'appuie 
sur trois autres, et des lors on voit qu'elle est comprise dans 
celle du probieme XXI. 
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105. PfiOBL^ME XXIII. Mener un plan tangent a une $ur^ 
face gauche qui a pour directrice une droite horizontale 
et deux courbes silures dans des plans verticaux paralliles. 

La m^thode k suivre ici est encore une application des 
propositions 6tablies pr6c6demment (74 et 75) : c'est-i-dire 
qu'on remplace la surface gauche par un paraboloide hyper- 
bolique, qui se raccorde avec elle suivant la g^n^ratrice sur 
laquelle est donn^ le point de contact. 

Soit ab (fig. XXIII) la directrice horizontale, et soient cd, 
efy les traces horizontales des plans verticaux parall^les qui 
contiennent les deux courbes donn^es. En prenant cd pour 
ligne de terre, ces courbes seront projet6es en vraie gran- 
deur sur le plan vertical : je supposerai que ce soient deux 
demi-cercles 6gaux, tels que cg'd^ e'if. Pour trouver une 
g6n^atrice de la surface, je mfene par la directrice ab un 
plan abg[. II coupe les plans des cercles suivant des paral- 
I&les projet^es en bg et bg\ hi et h'f; et ces paraI161es 
coupent les cercles aux points projet^s en g et g\ i et i'. 
Done les droites gi et g'i seront les projections d'une 
g6n6ratrice. 

Je determine le point [a^a'] oxi cette g6n6ratrice ren- 
contre la directrice ab, et je remarque que le plan abg'y 
contenant ces deux lignes, doit 6tre tangent k la surface au 
point a. Je m^ne dans ce plan la droite [am, a'm'] paral- 
Ifele k bg\ et je m6ne aussi les tangentes [gfc, g'K], [%U i'^h 
aux deux cercles. On a ainsi trois droites parall61es au 
plan vertical ; et le paraboloide qu'on engendre en les pre- 
nant pour directrices, a les m^mes plans tangents que 
la surface propos^e, en tons les points de la g^n^ratrice 
commune (74)- 

Msdnteoant chercbons une autre g^n^ratrice de ce para- 
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bolcHde^ A cet efiet, on oonduit un plan par la premiere 
de ces troiti droites et par la tr^e horizontale I de la se- 
conds tangente : il est clair que la trace horizontale de ce 
plan est aln, et que sa trace yertitale est tine parallde no' 
h a!m\ II rencontre la premiere tAngente au point [o^ o% et 
en tirant ol et o't on a les projections d'une droite qui doit 
rencontrer la ligne [am^ a!wf\ : cette droite est une nouvelle 
g6n6ratrice du paraboloi'de. Alors on peut encore togen** 
drer c6tte sur&ce ezi faisant gliilser une droite paralldle* 
ment au plan vertical sur les deux generatrices connues (73) : 
c'est-Wire que tout plan pai^alieie au plan Tertioal coupe 
ces lign^s en deux points qui deterihinent une droite situ^e 
sur le paraboloi'de* 

Gela pos6, soit le point de contact [p»p'], donne sur la 
premiere g^neratrice [ag^nlg^] : par ce point, paraUdlement 
au plan vertical, menez un plan qui coupe la seconde, [ohdt]i 
en un point [9,9']. La droite [pqip'((], passant par ce point 
et par le point donn^^ doit 6tre dans le plan tangent : or, 
la di'oite idgi^vl^] doit y 6tre attssi ; done lea traces hori<* 
zontales, a et r, de ces droites, d^terminent la trace ho^ 
rizontal^ to du plan tangent. La traco vertioale ^ doit 
passer en g\ et 6tre parallile & pY« 

106* PaoBL^ME XXIV. Mtnw ten plan tcmgent tfte conold« 
dtcrit par une hort«<mla/0, qui le meut en $*appuyan$ si«i* 
line droite vertioale et $ur tune eourbe iituie iuns un plan 
vertical 

La {HTOJection bCHrizontale de la direetrice verticale est 
un point a (fig« XXIY)» et sa projection verticale est a'a'' 
perpendiculaire k xy, et je supposerai que la courbe don* 
nte frd'c est dans le plan vertical. Ayant pris le point p 
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sur le plan horizontal, tirez abd^ 61evez sur xy la perpen** 
diculaire dd\ qui cOupe la courbe en d', et menez Tbo* 
rizootale d'p' lunsi que la ligne de projection pp'k U est 
clair que dp et d'p' sont les projections d'lwe gto^ratrice« 
tt que p et p' sont celles d'un point de cette g6n6ratrice. 
Cest le plan tangent en ce point qu on va ddterminen 

Menez la tangente d'e, Le parabolo3(de d6drit par une ho« 
rizontale qui glisse sur cette tangente et illur la irerticale 
donn^e se raccof de parfaitement^ dans tdlite I'^tendue de 
la g^oSratrice [dp^d'p'], avec la surface p^Qposfe. En tirant 
at on a une seconde f6tx€rkttice de ce ^araboloi'de ; et en 
menant par le point [p,p'] un plan parall61e au plan ver-^ 
tical, il cOUpe cette surface suivant une droite [pq^p'q'] qui 
doit 6tre dans le plan tangent. Or, Thorizontale [dp^d'p'] 
doit y 6tre aussi, et d6s lore ce plan est d^termind. Sa 
trace borizontale ttt doit passer en qr et 6tre parall^le 
k dpi HA trace vettioale ^ doit passer en d et ^tre pa*« 
rallMe k p'q\ 

La tangente ed' va couper u'a" en un point a'\ qui est 
6videmment la projection verticale d'une g^n^ratrice da 
paraboloi'de : or^ cette g6n6ratrice, aussi bien que toutee 
celles qui appartiennent au m^e lUode de g^ndratioOt 
doit 6tre rencontrte par la droite [pq^p'q^ ; et c'est pour 
cela que la projection p'q^ passe aU point a". 

107« Probi^mi XXY^ Memr un plan tangent a une sur-^ 
face engendrie par unt droite horizontale^ qui est assujellie 
a renconlrer toujours une courbe trade sur un cylindre 
v^Hcal^ it a resw eomtammmt qu tangente oti fiormab d 
un autre cglindre vertical, 

Je suppoaerai que la directrice trac6e sur le premier cy- 
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lindre vertical est une hilice^ comme cela atrive dans 
plusieors applications de la g6om6trie descriptive. C'est 
pourquoi je vais rappeler d'abord la construction et les 
propri6t6s de cette courbe. 

V Soit cd (fig. c) I'intersection d'un cylindre vertical 
par un plan horizontal : sur cd prenez une origine o, et 
sur les generatrices du cylindre, au*dessus de cd^ portez 
des hauteurs oV, o"n"^ o"'n"\... proportionnelles aux arcs 
oo'y od\ oo"\... Lelieudes points n\ n'\ n"\... ainsi deter- 
mine, est une Mire. Par exemple, on pent supposer les 
arcs egaux entre eux, et oV egal k une hauteur H ; alors 
on prendra o"n" = 2H, o' V" = 8H, etc- 

2* Si on developpe le cylindre sur un plan, I'heiice de- 
viendra une droite. Pour le demontrer, considerons la 
courbe cd comme un polygene d'une infinite de cdtes, et 
le cylindre comme un prisme dont les faces sont infiniment 
etroites ; puis concevons que toutes ces faces touruent au-- 
tour des aretes pour venir s'appliquer dans un seul plan. 
II est evident que les c6tes de la base, ne devant pas ces- 
ser d'etre perpendiculaires k ces ar6tes, se placeront sur 
une droite ef^ de telle sorte que les arcs ao'^ ocl\... devien- 
dront des parties iV, %i\.,. de cette droite. D'un autre 
cdte, il est clair que dans le developpement ces arcs con- 
serveront les memes longueurs, et que les hauteurs 
dn\o"vl\... ne font que prendre de nouvelles positions 
im\i"m'\...\ done ces hauteurs sont proportionnelles aux 
distances u",!!",... ; done I'heiice est developpee en ligne 
droite. 

^^ Cette droite tft, suivant laquelle s'est developpee I'he- 
iice, forme des angles egaux avec toutes les {generatrices : 
or ces angles sont les memes que formaient, avant le de- 
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veloppement, les c6t6s ou 616ments de Thfilice avec les 
arfites qui leur 6taient contigues ; done ces derniers angles 
sont aussi 6gaux; done les tangentes a Fh^liee, qui ne 
sont autre ehose que ces c6t6s prolong6s, sont toutes 6ga- 
lement inclin6es siu* les g6n6ratrices du cylindre. 

4* On peut supposer le d6veloppement fait dans un plan 
tangent au cylindre, par exemple, dans celui qui serait 
men6 par I'arfete o'"ft!". Alors il est facile de voir que les 
droites to"' et ivl'\ sur lesquelles se d6veloppent la base 
oo"' et rb^lice w(l'\ sont tangentes k ces courbes ; et de \k 
r6sulte une construction bien simple de la tangente k 1' ba- 
ilee. Supposons qu on demande la tangente au point n 
sur la tangente k la base cd, prenez to'" 6gale k Tare 06 
rectifi6, et joignez itt!"\ ce sera la tangente demand^e. 

Revenons au probl^me propose. Soit (fig. XXV) ah la 
trace horizontale d'un cylindre vertical auquel les g6n6ra- 
trices doivent 6tre normales : ces generatrices auront pour 
projections horizontales des normales k cette courbe. Or 
ces normales, par leurs intersections successives, ferment 
une courbe ef a laquelle elles sont tangentes, et par suite 
les generatrices de la surface gauche sont elles -m^mes 
tangentes au cylindre vertical eieve sur cette courbe; on 
voit done par Ik comment il se fait que la question k re- 
soudre est absolument la m^me quand les generatrices sont 
normales k un cylindre vertical, et quand elles lui sont 
tangentes. Soit chd la trace d'un autre cylindre vertical, 
sur lequel est tracee Theiice directrice, construite en pre- 
nant, au-dessus des points 0, 0', 0", .. des verticales pro- 
portionnelles aux arcs oo\ 00" y,.. Pour determiner cette 
courbe, il sufBra de connsdtre la bauteur H correspondante 

k un arc donne 00'. 

11 
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SupposoDs qu'on demande le plan tangent au point dont 
la projection horizontale est p. D'aprfes ce qui pr6cfede, on 
aura la projection horizontale de la g^nSratrice sur laquelle 
ce point est situ6 en menant pk tangente k la courbe ef; et 
la hauteur de cette g6n6ratrice sera connue par la pro- 
portion oo' : ohg : : E:x. Mais, pour plus de commodity, je 
rapportsrai les constructions k un plan horizontal plac6 
M-Hiessous de la g6n6ratrice k une distance 3H. Quant au 
plan verticali je le prendrai perpendiculaire k cette g6n6- 
ratrice; par oons^quent la ligne de terre xy sera perpen- 
diculaire k pk# Alors, en prolongeant pk jusqu'en m, et 
^levant sur xy la perpendiculaire mq = 3H, le point q sera 
celui oii la gen^ratrice rencontre le plan vertical. Or le 
plan tangent doit contenir cette g^n^atrice ; done sa trace 
horizontale sera parall^le k pk^ et sa trace vertkale pas- 
aerA en f» 

8i tm prend Fare f A triple de oo\ le point h sera celui 
oil rhilice directrice est rencontrte par le plan horizon- 
tals Si on mtoe 91 taog^te k ehi et ^ale k Tare §h recti- 
ft6^ le f(mt i serai sav ce plan, le pied de la tangente k 
i'htiice «u point projet^ en g. Enfm si on tire iky cette 
droite ik^ et cdle qui est projetto en gk seront des g6n^ra- 
trices du paraboloide engendng par une horizontale qui gfo- 
aerait sur la tangente k Th^lice et sur la v^icale Hey^e 
«B t. Osr, je dis que ce paraboloide se raccorde exactement 
avec la surface gaticbe {»*oposte, dans toute f^tendue de 
kk g^Q^ratrice comioune. 

D'dMMrd, dans les deux surfaces la g^A^ratrice est hori- 
Bootale^ et aa point pfojet^ en g le plan tangent est com- 
miiv il wiBt dene de prouver qu*il en est Ar m^xm du 
plan tangent au point projet^ en k (7&, seoUe), Et em tSku 



SURFACES GODRBES ET PLANS TANGENTS. 163 

le plan tangent en ce point, k la surface propos6e, doit con- 
tenir la g6n6ratrice horizontale tangente au cylindre ef^ 
ainsi que la tangente k la courbe d6crite sur ce cylindre 
par la g6n6ratrice de la surface ; done ce plan est tangent 
aussi au cylindre ef, et par consequent il contient la ver- 
ticale 61ey6e en k. Mais le plan tangent au paraboloi'de doit 
aussi contenir cette verticale ainsi que la g6n6ratrice hori- 
zontale ; done les deux plans tangents n'en font qu'un. 
Done, suivant la g6n6ratrice commune, le paraboloi'de se 
raccorde avee la surface propos6e. 

Tons les plans parallfeles aux deux directrices du para- 
boloi'de doivent couper cette surface suivant des droites. 
Si on conduit un tel plan par le point donn^ [p, g], sa trace 
horizontale est une parall^le pr k gij laquelle rencontre hi 
en r. Le point r appartient au plan tangent men6 au para- 
boloi'de par le point donn6 : or, ce plan est aussi tangent 
a la sui'face gauche ; done, si on mfene ra parallfele k pk et 
si on joint ag, le plan tangent cherch6 sera rag. 

Si on avait k determiner d'autres plans tangents k la 
mfeme surface, en des points situ^s sur diff6rentes gene- 
ratrices, il faudrait effectuer des constructions toutes sem- 
blables. Par exemple, que la projection horizontale d'un 
point de la surface soit donnee en s, on mfenera la tangente 
st^ on prendra une nouvelle ligne de terre uv perpendicu- 
laire k cette tangente, etc. L'6pure dispense d'entrer dans 
de plus amples explications. 



TROISlfeME PARTIE. 

LIGJVES GOURBES AVEC LEURS TAN6ENTES. 



GonsideratioDs g^nerales. 

108. C'est comme intersections de surfaces que les lignes 
se pr^sentent dans la plupart des applications de la g6o- 
m^trie descriptive; et c'est pourquoi les questions que 
nous avons principalement a r6soudre dans cette IIP partie 
seront comprises dans cet 6nonc6 g^n^ral : 

Deux surfaces Hant donnies^ trouver Us projections de la 
courbe d' intersection et celles de la tangente en un point 
quelconque de cette courbe. Quand Tune des siurfaces sera 
plane, it faudra en outre construire Vintersection dans ses 
vraies dimensions ; et quand Tune des surfaces sera d6velop- 
pable, on cherchera ce que devient Vintersection dans le di^ 
vehppement de cette surface. 

109. Supposons qu'il s'agisse de Tintersection d'un 
plan et d'une surface courbe. La g^n^ration de la surface 
6tant connue, on consid^rera la g6n6ratricedans diverses po- 
sitions, et pour chaque position on d6terminera sa rencontre 
avec le plan. On aura ainsi autant de points qu'on voudra, 
la section cherch^e. 

110. En g6n6ral, s'il faut trouver I'intersection de deux 
surfaces courbes , on les coupe par une suite de plans ; 
chaque plan determine, dans les surfaces, deux lignes; et 
les points communs k ces lignes appartiennent a I'intersec- 
tion demand^e. 

Goxnme les plans auxiliaires sont enti^rement arbitraires, 
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on peut les prendre parall61es k un des plans de projection, 
au plan horizoqt^l pa^ exemple^ Alor^, ]es sections, par 
chacun de ces plans, se projetteront verticalement sur une 
parall^Ie k la Hgne de terre, et les constructions seront 
simplifi6es. 

111. Mais il y a des cas qui se pr6sentent fr6quemment, 
et dans lesquels les plans auxiliaires sont indiqu^s par la 
il^tur^ Hj0W^ 4e^ surfaces, 

gi Tune des surfaces est un cyU«4re, on prencj d^ plai^ 
parallfcle^ a>wt g6n6r|itrices du cylindre, pjffc§ qu'al^^^ qq 
est as3ur6 qw. les interseptions d^p pjans s^ve^ ^e oyUii^ye 
seront des lignes dr^utes. Bi l^s dpux surfaces donii^es ^im\ 
cylipdriqqeSt l^s plaps auxili^ir^ devroqt ^Xr^ k U fois 
parall^l^ aux generatrices de T^ine et de T^utr^ 

Qu^d Ym^ de^ Sfirf;^cQa est m c6qe» q« fwt ga^^ 
l^s i^ws pftf le ^jominet; et, qu?ind Vautre surface est ^^m 
vif\ cftfl^, po Jea fait; p^a^^er par )^ drpite qui joint J^ ^e^l^ 
sommets, Qe ce^t^ mapi^re, ]^s^ sections i^t^s (^ana c^ 
cdnes se r^duisent k de simples^ ligues drQ.itf3. 

SI I'ujie 4^ siurface^ est un cdfle, pt TftutW «» cy^BcJre, 
lea plv^a dpivwt pi*§sef par 1^ ^WRipet ^^ 069^ e| 6tre p«T 
raJieJea ftW g;eo6ra,trices du cyUndre, 

^i Vum (J§3. aurfac^ est dft Tev9l^tio|l, IJeg ^tjon^ mw 
l^airesi pero^ti perpexi^iiculaires i Tftx^ ^g Qgttg sifffijp^i (5» 
qui donnera des cercles. 

112, Pour trouver TiAtersectipB de deuj^ surfaces, ^9 a 
prescrit de ftoupei: pes aurf^^ces par u^e suite de plaijsi ; ^- 
pendant oi^confoit qu'au lieu 4eplaus, on pourr^ en^pl^yer 
d*S!.utres surfaces, pourvu qu'il soit facile d'obt^nir leurs in- 
tersections avec les surfaces propos6es. Ce caa ger^ ceiui 
d^ deu^^ surfaces de r6YpIutiou dont les axes ae rencon- 
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tre0t. Alors on fera usage de spheres qui ont toutes pour 
centre cotrimun la rencontre des deux axes. II est clair en 
effet que chaque sphfere coupe les deux surfaces de revo- 
lution suivaht des cercles faciles k determiner, et que les 
points communs k ces cercles appartiennent k rinterseotion 
des deux surfaces. 

113. ParIon3 de la tangente. Jl £ai,ut d'abord rappeler que 
le plan tangent en un point d'une surface renferme les tan. 
gentes menses en c^ point k toutes les courbes qu^op peat 
tracer, par ce mftme point, sur la surface. De lit il suit quOt 
si une ligne r6sulte de Tintersection d'une sorfitoe eourbt 
avec un plan donn6, pour avoir la tangente en un point d« 
cette ligne, il faut construire le plan tangent k la surface an 
point dont il s'agit, et determiner Tintersection de ce plan 
avec le plan donne. En general, si une ligne est Fintersee* 
tion de deux surfaces, on m^nera, par le point que Ton coii« 
sid^reaur cette ligne, les plans tangents aux deux surfkoeB; 
et r intersection de ces plans sera la tangente demand6e. 

IIA. Cette tangente se determine encore par une autre 
consideration. D'apr^s la defmition (51), les normales 
menees aux deux surfaces, par un point de leur intersec* 
tion, sont respectivement perpendiculaires aux deux plana 
qui seraient conduits par ce m^me point tangentiellement 
k ces surfaces ; done la tangente cherchee, qui est Tinter^* 
section des plans tangents, est perpendiculaire an plan 
des deux normales; done cette tangente s^obtiendra en 
menant par le point de contact une perpendiculaire an plan 
des normales. 

Dans le cas des surfaces de reroluticm, ce pro<^d6 est 
preferable, parce qu' alors les normales sont plus facilea k 
determiner que les plans tangents. 
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116. Toutes les constructions devant s'effectuer par 
des projections, il est bon d' observer que les projections de 
la tangente k une courbe seront elles-m^mes tangentes aux 
projections de la courbe. Gette consequence s'obtient im- 
m^diatement quand on regarde la tangente comme le 
prolongement ind^fini de r^l^ment d'une courbe. En effet, 
alors il est clair qu'en projetant, par exemple sur le plan 
horizontal, un element de la courbe, on aura un element 
de la projection de cette courbe, et que par consequent, 
tu on prolonge ces deux elements, on aura deux droites 
dont la seconde sera la projection de la premiere : c'est- 
&*dire que les projections de la tangente k une courbe sont 
tangentes aux projections de cette courbe. 

416. II pent y avoir, sur Tintersection de deux surfaces, 
des points ou les constructions pr^cedentes soient en d^- 
faut. D*abord, il pent s'y trouver un point tel que les plans 
tangents aux deux surfaces se confondent, de sorte que, 
au lieu de deux plans qui contiennent la tangente, on n'en 
a plus qu'un seul. Dans ce cas, il y a rarement d'autre 
m^thode k suivre pour determiner la tangente, que de 
mener mecaniquement, au moyen de la r^gle, des tangentes 
aux projections de Tintersection. En second lieu, un point 
de rintersection pent etre tel que les deux plans tangents 
qui determinent la tangente soient perpendiculaires k Tun 
des plans de projection. Alors la tangente est elle-meme 
perpendiculaire k ce plan, et s*y projette en un point 
unique. La tangente k la projection de I'intersection reste 
done tout k fait indeterminee, et le plus souvent encore 
elle ne pourra etre construite que d'une maniere meca- 
nique. 
Gependant il sera bon, dans ces cas particuliers, de con^ 
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sid^rer la tangente k rintersection, en un point tr6s*voisin 
de celui dont il s'agit ; de supposer ensuite que le second 
point se rapproche ind6finiment du premier, et d'examiner 
s'il n'existe pas une droite facile a construire vers laquelle 
tende la tangente, et avec laquelle elle se r^unisse k la 
limite : cette droite ne sera autre que la tangente cherch6e. 

Sections des surfaces coiirbes par des plans. 

117. Probl£me I. Intersection d'un cylindre perpendicu-- 
laire au plan horizontal par un plan perpendiculaire au 
plan vertical. 

La solution contiendra trois parties. Dans la premi6re, 
on d^terminera les projections de la courbe d'intersection 
et celles d'une quelconque de ses tangentes ; dans la se- 
conde, on trouvera cette courbe en vraie grandeur et on 
conslruira sa tangente; enfin, dans la troisi6me, on d6ve- 
loppera le cylindre sur un plan, on cherchera ce que de- 
vient alors la courbe d'intersection, et quelle est la tangente 
k la nouvelle courbe. 

Projections. D*apr6s T^nonc^, la trace horizontale du 
cylindre peut 6tre telle courbe qu'on voudra abc... (Prob. 3* 
part. fig. I) , et ses generatrices sont verticales ; la trace 
verticale du plan coupant est une droite quelconque qp\ 
et sa trace horizontale qp est perpendiculaire k la ligne de 
terre xy. Toute ligne situ^e sur le cylindre a pour projec- 
tion horizontale la courbe a&c..., et toute ligne situ^e dans 
le plan pqp' a pour projection verticale la droite qp' : ainsi, 
on connatt d6j^ les projections de la courbe d'intersection. 
Prenons un point m k volenti sur abc. . • , et perpendicu- 
l^urement k xy menons mni"m' qui coupe pq! en m'. II est 
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dair que mW est la projection verticals de la g6n6ratrice 
qui pa»se en m, et que le point ou cette gtoSratrice ren* 
contre le plan pqp' a pour projections m et m! t done 
met m^ sont lea projections d'un point de lacourbe d'in* 
tersection. En r6p6tant cette construction, on peut obtenir 
les projections d'autant de points qu'on voudra. 

La tangente est facile k obtenir, Gonsid6rons le 
point [m^m!], Le plan tangent au cylindre est vertical, 
et a pour trace horizontale la tangente mn h. la base 
a&e.., : or la tangente cherch^e eat Fintarsection de ce 
plan avec le plan donn6; done ses projections sontmn etqp'. 

Vraie grandeur. Rabattons le plan pqp' sur Tun des 
plana de projeetion. Si on le fait toumer autour de la 
trace qp\ on remarquera que le point [niym'] eat, dans 
Fespace, sur une perpendiculaire h gp', k une distance 
de m' ^gale ^ mm" \ de sorte qu'en dlevant sur qp^ la per- 
pendiculaire m% 6gale k nim'\ le point M appartiendra 
k la Qourbe chercb^e. La mtoe construction fait connattre 
autant de points qu'on en vent, et on trouve ainsi la 
courbe ABC... Pour avoir la tangente k cette eourbe au 
point M, il siufiit d'observer que dans le rabattement la 
ligne qn se place, sans changer de grandeur, en gN per- 
pendiculaireBftent k qp' ; d« aorte qu'en tirant MN on a la 
tangente au point M« 

Si on veut faire tourner le plan pqp' autour de sa trace 
horizantale j»9, on mhm mr perpendiculaire k pf, puis 
on imagine, dans Vespace, une droite entre le point r et 
le pcint [m,m'l ; cette droite est perpendiculaire k pg, 
et elle est projet^e en vraie longueur sur qm'; done on 
prolong^a mr d'une quantit6 rW^qm\ et le point M* 
sera un point de la courbe rabattue sur le plan bcnrisontid. 
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Hue construction sembUble p^ut se fi^re pour tons l^s 
points. Quant h U tangeAte, elle pe ce§§e poiot de pajis^r 
en n, et on Tobtient; eij tirant h droite nM'. 

On n'a paa toujoqrs \ix\ espagfi as^Qs 6tendw pour op6rer 
Fun dea rabattemwts ci-des^u* : voici up paqyen de par^' 
^ cet incopv6mQpt, Par un pgj?)ti d\ coQv^nablemwt cboisi 
sur qp\ cojicevez wpe p^pendiculaire au plan vertical, 
laquelle ^era toiit enti^rq d?iQa le plap pqp\ et aur^ pouv 
projection hori^ontate un^ droits 4d' perp^ndiculaire h a?j/, 
F^t^ tQuraer le plan pqp' autour de cette droits jusqu'^ 
ca %uLi\ sqit; }iari;2;Qntal, et alor^ 1?^ Qourbe situ6e dans cf 
plan 8i^ proj^tera, eq vraie jr^qd^ur fvtT Ip plfin horizontal 
Or, cette projection est facile i copstruire, E^ ^ffet, aprfe^ 
Ja rotation- dvi plan pqp\ la lighe ^p' ae plaQe sur uv> pa- 
rallfele ^ ajjii ^t en mfeme temps le point li»,m'l d^crit pa- 
rall61em^nt fiu pl^fl vertical un arc dont la projection 
verticale est Tarp in'm\ trac6 du centre d', et dont la pro- 
jectiop bpTOWtal^ 6S(t ^ur inr parall^le ^ osy; done en 
m^n^t %ur ^j/ la p^rpendiculair^ i»^M" termini k mr, 
on aura la projectiQ];^ dtt pcfil^t [m^m'li t^l qu'il est situ^ 
quand h cQurln^ e%ti deyenn^ bor«optale» En appKqnant 
la m^me construction aux autres ppint^i on txom^ la 
courbe ATC"..- 

Le point de contact est mainteoaqt w W\ Pour avoir 
la tangent^} on p^ut ^Xk d^teripiner \fa s^ond point, N". 
Mais 09 p^ut encQre I'eo^irquer que le poiat ou eUe «Qupe 
Taxe, autour duquel se fait la rotation, n'a pas du changer 
de position. Or U ^tait d'abord projieti^ m 0, a la rencontre 
de mn a\^ 4!d; d,QQc la tasgen^^e au poiftt W doiit passer 
en 0. 

Pi^ehpfi^ment. En c<w^ra^ im c^&tindir^t eooNQfr un 
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prisme d'une infinite de faces, on voit sur-le-champ que 
si on d6veloppe cette surface sur un plan, toute section 
perpendiculaire aux ar6tes devient uniB droite i laquelle 
les aretes restent perpendiculaires, et que les longueurs 
comprises sur ces aretes, entre la section perpendiculaire 
et la section oblique, ne doivent pas changer* Done, aprte 
avoir divis^ lacourbe abc... en plusieurs arcs a6, be, cd^*.. 
on prendra surune droite les distances a^, Py, yS,... res- 
pectivement 6gales it ces arcs, puis on 61fevera les perpen- 
diculaires aa', pp', yy',... 6gales aux portions d'arfetes dont 
les v^ritables longueurs sont dans le plan vertical en a"a\ 
h"b\ d'c'j... La courbe ainsi produite par le d6veloppe- 
ment du cylindre sera a'PY«*» 

Supposons que le point [m, m!] soit devenu |x', et remar- 
quons que dans le d^veloppement les ^l^ments de la 
courbe, et par consequent les tangentes, ne changent pas 
d'inclinaison a regard des ar6tes. Or la tangente au point 
[w,m'] passe en n, et Tangle de cette tangente avec Tarfete 
du cylindre fait partie d'un triangle rectangle dont mn est 
la base et m" wl la hauteur ; done si on prend, du c6t6 con- 
venable, [jlv =mn, et si on joint jji'v, on aura la tangente k 
la nouvelle courbe a'^y.... 

Remarques. Dans T^pure, la courbe abc. estun cercle; 
mais Texplication pr6c6dente n'en est pas moins g6n6- 
rale. Ainsi, quelle que soit la courbe aftc..., il devra tou- 
jours arriver que les tangentes en m et M', aux courbes 
abc... et A'B'C'..., coupent la trace pq au m6me point n, 
ou bien, ce qui est la mfime chose, que les tangentes en m 
et M", aux courbes abc... et A"B"C".. ., coupent la di'oite d"d 
au m6me point o. De Ik ce th^or^me : 

Si on coupe un cylindre quekonque par plusieurs plans 
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passant par une droite perpendiculaire aux giniratrices^ et 
qiion rabatte toutes les sections sur un seul plan en Us fat- 
sant taurner autour de cette droite, les tangentes a ces 
diffirentes caurbes, aux points situis sur une perpendicu" 
laire a la droite commune, iront rencontrer ceile droite au 
mime point. 

Gette propri6t6 est analogue k celle qui est si connue pour 
les ellipses d^crites sur un axe commun ; et elle n'a lieu k 
regard de ces ellipses que parce qu'elles sont les intersec- 
tions d'un m6me cylindre par des plans disposes comme 
Fexige Tenoned ci-dessus. 

118. Pbgbl&me IL Intersection d'un cylindre quelconque 
par un plan perpendiculaire a ses gSniratrices. 

Projections. Le plan coupant 6tant perpendiculaire aux 
generatrices, ses traces doivent 6tre perpendiculaires aux 
projections de ces lignes : supposons que ce soient pq et qp' 
(fig, !!)• La question est d'abord de trouver les projections 
de la section faite dans le cylindre, laquelle prend ici le 
nom de section droite k raison de ce que le plan coupant est 
perpendiculaire au cylindre. 

II faut, selon ce qui a 6t6 dit n** 109, chercher les inter- 
sections des generatrices du cylindre avec le plan pqp\ 
Gonsiderons, par exemple, la generatrice [ae, a'e% et ima- 
ginons un plan vertical par cette droite. La projection ho- 
rizontale de Tintersection de ce plan avec pqp' est ae, et on 
a un point de la projection verticale en abaissant hh! per- 
pendiculaire k xy. Pour en avoir un autre, je mene, par un 
point quelconque [z, si] de la trace qp\ une paraliele 
(zo, z!o') kpq;il est evident que la rencontre 0, de zo avec 
oe, est la projection horizontale d'un point commun aux 
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deux plans. De li On conclut la projection verticale o' de 
ct point, et etiBuito h'tf qui est celle de la di*oite suivatit 
laquelle se coupent les deuJt plans. C'est done la rdntontl*e 
de a'e' ftvet ft'o' qui fera connaltre la projebtioti vei*ticale ^ 
d'un point de la section drOite^ et par suite lA projfectit»l 
horizontale e. 

En menant comme d-d^ssug des plans vertieaUi^ par 
difWrentes generatrices, ils coupent le plan p^p, Buitant 
des droites parall^les entre elles^ et dont par consequent 
les projections verticales sont pamllfeles k fcV* Les intersec- 
tions de ces parallfeles avec les projections verticales des 
generatrices determinent des points aussi rapproches qu'on 
voudra, de sorte que les projections db lA section drdite 
doivent fetre regardees comme connues. 

Supposons qu'on veuille la tangents k la Action au point 
(m, m')* Par le pied k de la geueratrice qui contient ce 
point, menez kr tangente k la base ; hr sera la trace hori^ 
sontale du plan tangent aU cylirtdre< Or, la tangente d^- 
mandee est k la fois dans ce plan ct dans le plan pqpf ; done 
le point fi oil hr rencontre qp^ appiirtient k cette tangente; 
done mr est la projection horizontale de la tangente. Pour 
en avoir la projection verticals, on abaisse rr^ perpendlfcu- 
laire sur ay et on tiro mV. 

Vraie grandmt. Faisons toumer le plan pqpf autottr de 
pqpoxa Fftppliquer ^ur le plan horizontal. Puisque mn est 
perpendiculaire k pq^ la droite qui, Am& t'espade, joint le 
point (m^ m') au point n efst perpe^dicnkire ausi^ k pq, et 
0Ue le sera encore apres le rahattethent ; done, si on 
consti^it sa vraie longueur ponr la porter en nM sur to 
prolongement de mn, le point M appartiendra k la courbe 
rabattoe* En r6p6ta»t cette ^Mtruetion oH det^naifie la 
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courbe EFG... Quant a la tangente, elle ne cesse point de 
passer en r ^ et par consequent, aprfes le rabattement, elle 
sera rM. 

DiveloppemenL Quand on d6veloppe le cylindre sur un 
plan, il est clair que la section droite EFG... devient une 
ligne droite, et que les distances comprises sur les genera- 
trices, entre cette courbe et la base abc,..^ ne changent 
pas. Or, ces distances sent faciles k trouver puisqu'on con- 
nait leurs projections; done, apr6s avoir pris sur une 
droite quelconque des intervalles sf^ <pY^*" respectivement 
6gaux aux arcs EF, FG,*.- on eifevera les perpendiculaires 
sA, fB, yC,*.. egales k ces distances^ et on aura aiusi la 
courbe ABC... qui provient de aftc^ par Teffet du d6ve* 
loppement. 

Supposons que rordonn6e [xK corresponde k la projec- 
tion mfc, et qu on demande la tangente au point K de la 
courbe ABG.«. On remarquera qu'il y a d&os I'espace un 
triangle rectangle dont la projection est krnii dont Thypo- 
tenuse est kr^ dont un Gdt6 est egal k rM« et un autre egal 
a |jlK. Or la tangente demandee doit faire avec (xK le mdn^e 
angle que kr avec la g6n6ratriGe du cylindre : c'est pour- 
quoi Ton prendra pip = Mr, et pK sera la tangente de- 
mandee. 

Remarque. Lorsque la section est oblique aux g^n^ra^ 
trices, on trouve lea projections de la courbe et de la tan- 
gente par des constructions semblables aux pr^cedentes. 
Mais, pour rabatire la courbe sur le plan horizontal, il faut 
tracer les projections et construire les vraies grandeurs des 
perpendiculaires abaiss^es, des differents points de cette 
courbe, sur la trace borizontale du plan coupant. Quant au 
devel<^pement du cyUndmi jpour Teffeetuer, U faudra 
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chercher prtalablement la section droite, et la d6velopper 
en ligne droite, comme on I'a fait plus haut : les points de 
la section oblique devant toujours rester aux mfemes dis- 
tances de la section droite, il sera facile de les rapporter 
dans le d^veloppement. 

119. ProbiJime IIL Section d'tin c6ne par un plan per-- 
pendiculaire au plan vertical. 

Projections, II est Evident que la projection verticals de 
la section se confond avec la trace verticale du plan coupant 
pgp' (fig. III). Soient om^ o^m\ les projections d'une g6n6- 
ratrice quelconque du c6ne, il est facile de trouver les pro- 
jections n^n\ de son intersection avec le plan pqp' ; et, en 
r6p6tant la construction pour autant de generatrices qu'on 
voudra, on obtiendra la projection horizontale efg. . • de la 
section conique. 

Le cdne represents dans TSpure est droit et k base cir-^ 
culaire, son axe est vertical, et les deux generatrices paraU 
Ifeles au plan vertical sont projetees, Tune en oa^ &a\ et 
I'autre en od^ dd\ Dans ce cas, on pent encore obtenir les 
points de la courbe efg. . • en coupant le cdne par des plans 
horizontaux : soit h!i la trace verticale d*un tel plan. Ge 
plan coupe le cdne suivant un cercle dont la projection 
horizontale est un cercle decrit du centre o sur le dia- 
mfetre AY ; et il coupe le plan pqp' suivant une perpendicu- 
laire au plan vertical, de laquelleon obtient facilement la 
projection horizontale nn^. Les points net fipOilcetteperpen- 
diculaire coupe le cercle, appartiennent k la projection ho- 
rizontale de la section conique. D'autres plans horizontaux 
feront trouver d'autres points. Remarquez que les points 
situes sur la ligne 0€l\ perpendiculaire k xy^ peuvent 6tre 
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donn6es par cette construction, tandis qu'ils ^chappent a 
la premifere. 

Pour avoir la tangente au point n de la courbe efg...^ 
menez k la base du c6ne la tangente mvy qui est la trace 
borizontale du plan tangent au point [n, n'] de la section 
conique. Le point r, oii mr rencontre pq^ appartient & la 
tangente qui serait men^e k la section conique au point 
[n, n'] ; done nr est la projection de cette tangente, ou ce 
qui est la m6me chose, nr est tangente k la projection efg,.. 
de la section conique (115). 

Vraie grandeur. Qu'on rabatte la courbe sur le plan ver- 
tical ou sur le plan horizontal, les constructions sont les 
mfimes que dans le probl6me pr^c^dent Avec les donn^es 
que nous avons choisies, on obtient une ellipse dont le 
grand axe est 6gal k e'U. On trouverait le petit axe en cher- 
chant les points de la courbe qui ont leur projection verti- 
cale au milieu de e'k^ ce qui n'a aucune diiTicult^. 

DeveloppemenU Imaginez qu'on ouvre le c6ne suivant 

Tar^te correspondante au point a et qu*on le d^veloppe 

sur un plan. Tons les points de la base abc... 6tant k une 

distance du sommet 6gale a o'a' devront se placer sur un 

arc decercle dficritavec le rayon o'a\ et intercepter entre 

eux, sur cet arc, des parties de m6me longueur que sur la 

circonfference a6c... Soit apy... un arc d6crit avec le rayon 

<»)a=o'a' : supposez que la circonf6rence abc... ait 6t6 pr6a- 

lablement divis^e en arcs tels que a&, frc,... subdivisez ce3 

arcs en parties assez petites pour £tre regard^es comme 

des lignes droites, et portez ces pariie sur Tare apy. . II 

est facile d* avoir ainsi les arcs ap, ^y,... qui seront sensi- 

blement 6gaux aux arcs a6, &c,«..; et il est clair que 

par Teffet du d^veloppement les g6n^ratrices corres* 

Id 
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pondantes aux points a, 6, c,... viendront comcider 
avec <i)a, <i)P, toy,... 

Les points de la section conique, situ^s sur ces genera- 
trices, ne doivent pas changer de distances par rapport au 
sommet : or, il est Evident que ces distances sont donn6es 
sur la ligne da\ entre le point o' et les paralieies menses 
ib xy par les projections e', f\ g'^... ; done, si on porte ces 
distances en (ot, cocp, Ci>^,... on determineralacourbee^..., 
en laquelle se transforme la section conique apr^s que le 
c6ne est d6velopp6. 

La tangente s'obtient, comme dans le cas du cylindre, 
en observant qu'avant et apr^s le d^veloppenient chaque 
element de la section conique doit toujours faire le meme 
angle avec la gen6ratrice contigue. Supposons, par exemple, 
que le point v corresponde au point [r», n'\ de la section co- 
nique. La tangente en ce dernier point est T hypotenuse d'un 
triangle rectangle dont un c6te est mr^ et dont Fautre c6te, 
qui est projete en mn^ a pour vraie grandeur [jlv ; done si 
on eifeve i p la perpendiculaire vp egale i mr^ et si on joint 
vp, la droite vp sera tangente k la nouvelle courbe e^-j^. . . 

Dans le cas d'un c6ne quelconque, le d6veloppement ne 
se ferait plus au moyen d'un secteur de cercle tel que waa^. 
Alors ce qu il y a de plus simple, c'est de partager la base 
abc... en parties trfes-petites, de regarder ces parties comme 
des lignes droites, et le c6ne comme une pyramide. On 
pent avoir facilement les trois c6tes de chacune des faces 
de cette pyramide; on pourra done construire toutes ces faces 
successivement, et obtenir ainsi le developpement du c6ne. 
11 est egalement facile d' avoir les distances du sommet du 
cdne aux dilTerents points de la section conique, et par suite, 
de trouver la courbe produite dans le developpement par 
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cette section. Et quant k la tangente^ on la d^termiod en 
construisant snr p un triangle obluquangle dont un cdid pp 
est encore ^gal k mr^ mais dont le troisi6me cdtd vp M 
conclut de ses deux projections nr et n'q. 

On a Suppose le plan coupant perpendiculaire au plan 
vertical. En lui donnant une position quelconque les con-* 
structions sont plus compliqu^es, sans 6tre plus diificiles. 

lS(k t^ROBU^E lY. Intersection d'tin cdne et d*un plan^ 
dansrie eas ou la courbe dHnterseetion a des (isymptotes. 

Le plan coupant pqp^ (fig lY) 6tant toujours perpendi* 
culaire au plan vertical, supposons qu'un plan parallels 
oWm, men^ par le sommet, coupe le cdne suivant les deux 
g6n6ratrices [oi», o'm'] et [on, o'm% Les generatrices (r6s- 
Toisines sont encore rencontr^es par le plan pqp\ mais k des 
distances tr^S'-grandes ; de sorte que celles qui sont dans le 
plan mm'o' doivent dtre consid^rees comme rencontries en 
des points infmimenteioignds. Del&on conclut que la sec^ 
tion conique doit avoir des branches infmies. D'^Ueurs, 
les constructions du problfeme precedent doivent se r^pe- 
ter ici. Dans T^pure, c'est encore un cdne droit qu on a 
pris pour exemple, et la section est une hyperbole. On n'en 
a fait le rabatlement que sur le plan vertical, et on n*a d6- 
velopp6 que la nappe iiif(5rieure du c6ne. 

L'objet principal que nous nous proposons est de deter- 
miner les asymptotes de la courbe, c*est-i-dire, en d'autres 
termes, les tangentes aux points infmiment 61oign6s, les- 
quels sont situ6s sur les generatrices paralieles au plan 
pqq'. Or, si on imagine qu une tangente quelconque ait 
ete menee k la courbe et que le point de contact s*61oigne 
indefiniment, cette tangente, k la limite, deviendra une 
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asymptote; par consequent on doit appliquer h la deter- 
mination des asymptotes exactement les m^mes construc- 
tions que pour toute autre tangente» et c'est ce que nous 
aliens faire. 

La tangente en un point quelconque de la section coni- 
que est T intersection du plan pqp' avec le plan tangent 
men6 au cdne, suivant la g^neratrice qui contient le point 
de contact (113), C'est pourquoi je mfene, ila base a6c..., 
les tangentes mr et m, qui seront les traces horizontales 
des plans tangents passant par les generatrices sur les- 
quelles sont les points de la courbe situes ^ rinfini (79) ; 
et les points r et s, ou ces traces rencontrent pq^ appartien- 
nent aux asymptotes. Alors, pour avoir les asymptotes, on 
doit jo'ndre ces points aux points de contact, cest-i dire 
qu'il faut mener, par les points r et 5, des paralieies aux 
generatrices [om, oWj et [otif &m!]; par consequent, en 
menant rr^ et ss^ paralieies k om et on^ on a les projections 
horizontales des asymptotes. Ensuite, on en conclut aise- 
ment les asymptotes RR^, SS^, k la courbe rabattue en vraie 
grandeur ; et aussi les asymptotes 6p, Go-, k la courbe pro- 
duite dans le developpement. 

121. PnoBLfeME V. Section d'tine surface de revolution par 
un plan. On appliqu^ra les conslrucUons a la surface 
gauche de rM)olution. 

Menez des plans perpendiculaires k Taxe et aussi rappro- 
ches que vous voudrez : chacun d'eux coupe le plan donn6 
suivant une droite, et la surface de revolution suivant un 
cercle. Les points communs k la droite et au cercle appar- 
tiendront a Tintersection cherchee. 

Je prendrai la surface gauche de revolution pour exem- 
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pie, ainsi que le present r6nonc6, et je choisirai les donn6es 
comme Tindique la figure V. L'axe est vertical, sa projec- 
tion horizoutale est le point o, et sa projection verticale 
est la ligne o'o" ; la g6n6ratrice, prise dans la position ou 
elle est parall61e au plan vertical, a pour projection ab et 
o!b\ ou bien ac et old ; enfin le plan coupant pqp' est per- 
pendiculuire au plan vertical Selon la position de ce plan, 
la section peut 6tre une ellipse, ou une hyperbole, ou une 
parabole ; et il y a un moyen facile de connaltre laquelle 
des trois courbes on doit avoir. D'apr6s la scolie II du 
n** 70, on transportera la g6n6ratrice de la surface gauche 
parallfelement k elle-mfeme en un point de Taxe, par exem- 
ple, au point projet6 en a'\ on supposera alors qu'elle d6crit 
un cdne autour de I'axe ; on m^nera par le sommet un 
plan parall^le au plan donn6 ; et, selon que ce plan paral- 
Ifele coupe le cdne en un point, ou suivant deux droites, 
ou suivant une seule, on juge que la section est une ellipse, 
ou une hyperbole, ou une parabole. Dans la fig. V, c'est 
une ellipse. 

Si on mfene or parallfele i xy, il est clair que la droite 
projet6e en or et o'q divise la courbe cherch6e en deux 
parties sym6triques, c'est-S-dire qu'elle est un axe de la 
courbe : je vais determiner d'abord les points de la courbe 
qui sont situ^s sur cet axe et qu'on nomme $ommtts. Ima- 
ginez que la ligne [or^ dq] engendre un c6ne droit autour 
de I'axe de revolution: chaque sommet d6crit un parallfele 
de la surface gauche et se transporte successivement sur 
toutes les g6n6ratrices de cette surface. Quand il est sur la 
g6n6ratrice [aft, a'6'], la ligne [or^ o'q] doit fetre dans le plan 
conduit par cette g6n6ratrice et par le point [o, o']. Or, en 
menant la parallfele [o«, o'z'] i [aft, a'ft'], on trouvepour ce 
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plan la trace horizontale 62, qui rencontre en u et t? le 
cercle d6crit avec le rayon or : de Ik on conclut que la ligne 
[ofy o'^J, en toumant, pent occuper dans ce plan deux si- 
tuations diiKrentes, lesquelles ont pour projections hori- 
zontales ou et ov. Alors elle coupe la g6n6ratrice [06, a!b'] 
en des points projet6s en dele; ces points sont les positions 
que les sommets doivent occuper sur cette g^n^ratrice. II 
n'y a done plus qu'k faire toumer ou et 00 pour ramener u 
et t) en f ; et alors d et iront prendre position en f et 9. 
Les points fetg seront les projections horizontales des som- 
mets, et on en conclura ies projections f et g'. 

C'est entre ces deux sommets que doivent 6tre men6s les 
plans horizontaux qui servent k trouver les points de la 
courbe. Soit, par exemple, A't' la trace verticale d'un de ces 
plans : on determine facilement les projections horizontales, 
hh^ et ii de ses intersections avec le plan pqp' et avec la 
droite [a6, a'6']. Done, en d^crivant une circonfgrence du 
centre avec le rayon 01, on aura la projection horieontale 
du cercle suivant lequel le plan auxiliaire coupe la surface 
gauche. Les points ft, ft^, ou cette circonf^rence est rencou- 
tr^e par la ligne hh^ , appartiennent k la projection horiAin- 
tale de ia courbe cherch^e. 

Pour avoir la tangente en un point {A« h% en determine 
la trace horizontale $t du plan tangent (07) ; le point ^ oil 
elle coupe p9, appartient k la tangente t eo joignant (h on 
a la projection horizontale de cette tangente. 

Quant au rabattement, il se trouve comme dana les pro- 
blames pr^c^dents : c'est la courbe FHGHj. 

Remarque. La construction employee pour ddtermioer 
les sommets m6rite d'etre soigneusement remarqu^e. Elle 
doone Im solution de cette question : Trouver les pwits 
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dlntersection d'une surface gauche de revolution avec uoe 
drdte quelconque mente par un point de Taxe. 

122. PRaBi.£M£ VI. Section de la surface gauche de riwh- 
lutton par un plan, dans le easou cette section est une Ay* 
perbole. Dilermination des asymptotes, 

Le moyen de connaltre ak la section est une hyperbole a 
6iA indiqu6 : je suppose que ce cas soit celui de la fig. VI 
et que d'ailleura lea donn^ea sdent comme dwa la pr6c6- 
dente. La droite [or^ o'q] est encore un axe de la couri>e 
d'intersection ; on determine semblablement les sommets 

[A» f] ^^ [9^ 9'\^ ^^ ^'^^^ ^° dehors de ces points qu'w di^t 
mener les plans horizontaux dont on se sert pour trouv^ 
des points de la courbe. 

La seule particularity propre au cas qui nous oo^pe 9§t 
la determination des asymptotes^ c'est-&-dire des tangei^tes 
dont le contact est h Tinfini. Or un point quelconque de la 
courbe r^sulte de Tintersection du plan qqp' avee une g6n^- 
ratrice de la surface, et on obtiant la tangente en preuBiit 
ritttersection du plan tangent en ce point avec h fianpqp\ 
Ces constructions sont done cellss qu'il faut appliquer aux 
points situ^s k FinfinL Ges points ^tant donnas par les ge- 
neratrices paralieies au plan pqp\ il faut d'abord determiner 
ces lignes. 

La construction qui sert k juger que la sectkm est une 
hyperbole £acilite cette determination. Supposons que le 
point [0, a'] soit le sommet du c6ne decrit autour de Tai^e 
par une paralieie k la generatrice [a6, a'b']^ et que a'm'fn 
soit le plan mene par le sommet paralieiement k pgp' ; c'est 
paice que ce plan coupe le cAnesuivant deux drottes qu'on 
est assure que le planp^p' rencontre la sur£MS^ gftUfihe Mii- 
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vant une hyperbole (70). Tra^ons la base du cdne, et d6ter- 
minons les projections horizontales om et on de ces deux 
droites. Chaque g^n^ratrice de la surface gauche doit avoir 
sa parall61e sur le c6ne; done celles qui sont parall^les 
au plan pqp' le sont aussi aux deux droites dont il s'agit ; 
done on aura leurs projections horizontales en menant 
des tangentes au collier respectivement paralldes k om 
et k on. 

Maintenant qu'on connatt sur la surface gauche les gene- 
ratrices qui sont rencontr^es par le plan pqp' en des points 
infiniment eioign^s, il faut, pour avoir les asymptotes, ap- 
pliquer k ces points les constructions qui servent k trouver 
une tangente quelconque. Les deux generatrices dont les 
projections sont paralieies k om doivent etre regardees 
comme concourantes k I'lnfini, et les points h et i, od elles 
percent le plan horizontal, determinent la trace horizontale 
hi du plan tangent au point de concours. La tangente a 
rhyperbole en ce point, ou, en d'autres termes, Tune des 
asymptotes est Tintersection de ce plan tangent avec le 
plan pqp' ; done le point 5, ou hi rencontre pq, appartient k 
cette asymptote. Pour avoir cette asymptote, il reste k 
joindre s avec le point de contact, c'est-i-dire qu il faut 
mener une parallfele aux g6n6ratrices qui contiennent ce 
point ; done la droite 5s,, paralieie k om^ est la projection 
horizontale de Tune des asymptotes. Semblablement, on 
trouve (/,, pour celle de Fauti'e asymptote. Les projections 
verticales de ces lignes sont sur qp\ et leurs rabattements 
sontSS,, etTT,. 

Remarques. Les points m, A, t, sont en ligne droite : la 
raison en est que les trois paraiieies qui aboutissent k ces 
points rencontrent le plan du collier sur un meme dia- 
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m6tre. Sur quoi Ton pent remarquer que les plans tangents 
k la surface gauche ont pour li mites les plans tangents au 
c6ne. Les points n, ft, / sont aussi en ligne droite. 

En rapprochant suffisamment le plan pqp* du point a\ 
11 couperdt le cercle du collier, et alors les branches de 
rhyperbole ne seraient plus rencontr6es par la droite 
[or, o'q]. Si a'm! parall^Ie k o'q coi'ncidait avec aV ou a!b\ 
la section serait une parabole. 

lotersectiona des sarfaces courbes entre eUes. 

123. PROBL^ME YII. Intersection de deux cylindres. 

On prendra les plans auxiliaires paralleled aux genera- 
trices des deux cylindres, parce qu' alors chacun de ces 
plans ne pourra couper les cylindres que suivant des ge- 
neratrices, d*ou il suit que les points de Tintersection de- 
mandee seront donnes par des rencontres de lignes droites. 
Si done, par un point [a, a'] pris k volonte (fig. VII-1), je 
mene des paralieles aux generatrices des deux cylindres, 
et si je construis la trace horizontale be du plan de ces 
droites, les traces des plans auxiliaires devront etre paral- 
ieles k be. 

Supposons qu'une de ces traces rencontre les bases des 
cylindres en tf , e, f^ g : on est certain que les generatrices 
qui passent par ces points sont situees dans un meme plan, 
et, par suite, que les points oi leurs projections se cou- 
pent appartiennent aux projections de Tintersection des 
cylindres. En consequence, je construis les projections 
horizontales de ces generatrices, ce qui determine quatre 
points A, t, fc, I; puis je construis les projections verticales 
de ces generatrices, ce qui determine les quatre points 
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ft't 1% a^ V; et Ton a ainsi les projections ds quatre poiata 
apparteoant k rintersection demand^e. Bemarquez m pas* 
sant que si on joignait h et h\ i et i', k et k\ I et T^ on 
aurait quatre perpendiculaires k xy. J)^ nonveaux plans 
auxiliaires d^termineront autant d'autres points qu'on 
voudra. 

Pour avoir les projections de la tangente en un point 
quelconque, on remarquera que cette tangente appartient 
k la fois aux deux plans tangents men^s par ce point k 
cbacun des cylindres, et que par consequent elle est leur 
intersection. Supposons qu*il s'agisse du point tn, n'] de- 
termine par deux generatrices qui coupent les bases en 
m et p ; on menera k ces bases les tangentes mq et pg, qui 
seront les traces horizontalea des deux plans tangents. Ces 
traces se rencontrent en q^ on joindra nq, et ce sera la 
projection horizontale de la tangente. On en aura la pro- 
jection verticale en projetant le point qen^ ewt scy^ et en 
tirant n'q'. 

Bemarque. Partni tous les cas qoepeut presenter Tinteruc- 
tion des cylindres, deux principaux sont k distingtier : la 
pir^ratiim et Tarrachemiv^, Dans ie premier, toutes les 
generatrices dun cylindre entrent dans Tautre, et alors il 
y a courbe d' entree et eoarbe de sortie; dans le second, 
one partie seulement des generatrices de chaque cylindre 
va rencontrer I'autre cylindre. Voici comment on reconnatt 
quel cas doit avoir, lieu. 

Imaginons qu'on ait mene k la base de chaque cylindre, 
paralieiement k 6c, deux tangentes qui comprennent tMte 
cette base, et supposons d'abord, eonime cela airive daos 
la fig. VII-l, que les tangentes n et uv k Tune des bases 
aiUent eouper Taatre base. Les plans auxiliaires dont hs 



LIGNES GOURBBS AVEG LEDRS TANGENTES. 187 

traces sont rs et uv renferment entre eux tout le premier 
cylindre; mais ils ne comprennent sur le second que les 
portions de surface correspondantes aux arcs sev et idM. 
Or, il est clair que le premier cylindre rencontre ces 
deux portions de surface et qu'il traverse Tlntervalle qui 
les s6pare ; done il y a 'p6n6tration du second cylindre par 
le premier. 

Supposons en second lieu, comme dans la fig. VIl-S, 
que chaque base soit coup6e par une des tangentes k Vautre 
base. Alors les plans auxiliaires conduits suivant les tan* 
gentes rs et uz comprennent, sur les cylindres, les portions 
de surface qui s'appuient sur les arcs wrt?, szt ; et il est Evi- 
dent que ces portions se rencontrent mutuellement tandis 
que les portions ext^rieures n'ont aucun point commun ; 
dans ce cas on dit qu'il y a arrachement. 

Les constructions qu'on vient d'indiquer, pour juger s'il 
y a p6n6tration on arrachement, d6terminent les g6n6- 
ratrices de chaque cylindre qui servent de limites & la 
courbe d'intersection. AInsi, dans la fig. VIH, la courbe 
d' entree est limitfe aux generatrices qui passent en s et v, 
et la courbe de sortie Test k celles qui passent en t et z. 
Dans la fig. VIl-S, la courbe d'intersection a pour limites, 
sur Tun des cylindres, les g6n6ratrices elevies en ti et en v. 
et sur Vautre, celles qui passent en s et en r, Au reste, la 
construction g6n6rale donn6e plus haut, pour trouver une 
tangente quelconque, montre qu*en efTet ces g6n6ratrices 
sont tangentes k la- courbe d'intersection. Par exemple, 
imaginons qu'on mfete les plans tangents aux deux cylin- 
dres, Tun par le point r , Tautre par le point U Le premier 
se confond avec le plan auxilisdre dont la trace est rt ; done 
11 va couper le second suivant la g6n6ratrioe qui passe tsn t ; 
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done cette g6n6ratrice est tangente k la courbe d'intersec- 

« 

tion. Par suite, les projections de cette g6n6ratricesont auss^ 
tangentes k celles de la courbe, ainsi que Findique la figure. 

124. PnoBLfeME VIIL Intersection de deux cdnes. 

En menant une suite de plans par la droite qui joint les 
deux sommets, chacun de ces plans coupera les cdnes sui- 
vant des droites dont les intersections feront connaltre des 
points de la courbe demand6e. 

Prenons les donn6es comme dans la fig. VIII, et conve- 
nons de nommer petit cdne celui dont la base est moindre, 
et grand c6ne celui dont la base est plus grande. Soit c le 
point oil la droite qui joint les sommets, perce le plan ho- 
rizontales : les traces horizontales des plans auxiliaires pas- 
seront toutes par ce point. Menons k la petite base les tan- 
gentes cd et r«, qui coupent la grande en f, gr, A, L Tous 
les plans auxiliaires dont les traces horizontales sont com- 
prises entre ces tangentes, comme Test cnii rencontrent les 
deux cdnes, et d6terminent des points communs k ces sur- 
faces ; mais les plans dont les traces sont en dehors des 
deux tangentes n'en peuvent pas determiner. II suit de Ik 
que rintersection demand6e se compose de deux parties 
distinctes : Tune sur la portion du grand c6ne correspon- 
dant k Tare fmrgyet Tautre sur la portion correspondante 
k hi. Dans T^pure on ne s'est occup6 que de la premiere. 

Les points a et 6 6tant les projections horizontales des 
sommets, ad et 6/, ae et bg^ sont celles des generatrices 
suivant lesquelles les cdnes sont coupes par les plans auxi- 
liaires qui ont pour traces cf et eg (on n6glige la partie hi); 
par consequent, les points de rencontre t et u appar- 
tiennent k la projection borizontale de Fintersectioo des 
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deux c6nes. De plus, on remarquera que cette courbe 
6tant limit6e, sur le grand c6ne,aux generatrices projet6es 
sur bfet bg^ doit avoir ces droites pour tangentes, et que 
par suite la projection horizontale de cette courbe a elle- 
m6me bfet bg pour tangentes. 

Si mainlenant on considfere un plan auxiliaire quelcon- 
que, tel que celui dont la trace cm coupe les bases en ft, I, 
m, il determine, dans les c6nes, les generatrices qui ont 
pour projections horizontales aft, a/, bm ; done les intersec- 
tions n et 0, de bm avec aft et aZ, seront des- points de la 
projection horizontale de la courbe cherchee. En repetant 
ces constructions on obtient cette projection aussi exacte- 
ment qu'on veut. 

L' autre projection se trouve en construisant les projec- 
tions verticales des generatrices. Ainsi en faisant les projec- 
tions verticales a'd! et b'f\ aV et b'g\ on obtient les points 
t' et u' qui correspondent i f et «, et dans lesquels la pro- 
jection verticale de la courbe a pour tangentes Vf et b'g\ 
Ainsi encore, les projections a'k\ a't^ b'm' font connaltre les 
points n' et o\ 

La tangente i la courbe est facile k trouver, Soit le point 
[p, p'] determine par Fintersection des generatrices proje- 
tees en aq et br : on menera aux bases les tangentes qs et 
r«, qui sont les traces des plans tangents aux cdnes, au 
point que Ton considere ; puis on joindra le point 5, oil 
elks se coupent, avec le point p. La droite sp sera la projec- 
tion horizontale de la tangente au point [p, p'j : pour en 
avoir la projection verticale, on abaissera $s' perpendicu- 
culaire a xy et on joindra s'p^. 

Si on applique ces constructions aux points [^ ('] et 
[tt, t*']on retombe sur les droites [bi^ b'if] et [6t«, 6V], ainsi 
que cela doit etre. 
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125. PROBLtiMfi IX. Deux cdnes itant donnas, on propoie 
ie reconnailre si la courbe dUnterseclion a des branches 
infiniesj et, dans ce cas^ de diterminer les asymptotes^ lors- 
qu'il en existe- 

Prenons les donn^es de la fig. IX dans laquelle les bases 
des c6nes sont dmne, fhig. Pour que rintersection ait des 
branches infinies, il faut qu'en menant les plans auxiliaires 
par les deux sommets on puisse en trouver un ou plusieurs, 
quirencontrent les cdnes suiyant des generatrices parall^les. 
Done, si on d6place un de ces cdnes, le petit par exemple, 
de manifere que ses g6n6ratrices restent parallfeles k elles- 
mfemes etque son sommet coincide avec celui du grand, il 
doit arriver alors que les deux cdnes aient une ou plu- 
sieurs g6n6ratrices communes. Or, pour qu'il en soit ainsi, 
il faut et il suffit que les traces horizontales se recontrent ; 
cherchons done quelle devient la trace du petit c6ne apr^s 
sa translation* 

Supposons qu'on ait men6 les traces d'autant de plans 
auxiliaires qu on voudra, imaginons qu'un polygone ait 6t6 
form6 en joignant les points ou elles coupon t la base du 
petit c6ne, et consid6rons, aulieu de cecdne, une pyramide 
ayant ce polygone pour base et mgme sommet que le cdne. 
Quand on fait le d^placement dont il s'agit, les aretes de la 
pyramide, qui sont dans les plans auxiliaires, se transpor- 
tent paralieiememt k elles-m^mes au sommet du grand cdne, 
sans quitter ces plans. Les faces decette pyramide con tinuent 
done k etre aussi paralieies k elles-memes, de sorte qu' elles 
determineront sur le plan horizontal un polygone dont les 
cdt6s seront compris entre les traces des plans auxiliaires 
et dirig^s paralieiement aux cdt^s du premier. II suit de 1^ 
qu on pourra facilement construire ce polygone d6s qu'on 
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aura xm seul de ses sommets. Or^ supposons que d soit 
rintersection de la base du petit cdne avec la trace cd 
d'un plan auxiliaire; en menant ad, et ensuite b^ pa* 
ralifele k od, on determine eur cette trace le point S 
qui est un sommet du nouveau polygone : on peut done 
aoheyer ce polygone, et en joignant ses sommets par un 
trait continu on aura la trace horizontale du cdne d^placd. 
On n*a repr^sent^ qu'une partie de cette trace, et c*est 
la courbe Bkk. 

Gomme cette courbe rencontre la base du grand cdne en 
k et I, on conclut que les cdnes proposes ont des genera- 
trices paralieies, lesquelles sont contenues dans les plan$ 
auxiliaires dont les traces sont ckm^ cln ; et d6s lors on 
peut tracer leurs projections horizontales bk et am^ bl et 
an. On n'a trace sur la figure que les projections verticales 
o'm' et a'n\ correspondantes k am et an. 

Les asymptotes s'obtiennent par la m6thode gen^rale, 
en cherchant les tangentes aux points situ^s k Tinfmi sur la 
courbe d* intersection des deux surfaces : c'est-k-dire qu*il 
iaut prendre T intersection des plans tangents men^s, res- 
pectivement aux deux cdnes, suivant les generatrices dont 
la rencontre determine le point de contact. Or, les gene- 
ratrices paralieies projetees en am et bk doivent dtre re- 
gardees comme determinant deux points placees k rinlini ; 
en consequence, on mfene aux bases les tangentes mp^ kp^ 
qui se coupe en p, puis on tire pq paralieie k am^ et p'q' 
paralieie k a'm' ; ces droites, pq et p'q\ sont les projections 
d'une premiere asymptote. Semblablement, en menant les 
tangentes nr^ Ir, et ensuite rs et rV paralieies k an et aV, 
on obtient les projections de la seconde asymptote. 

S'ii n'a p(unt ete question jusqu ici de construire Tin- 
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tersection des deux c6nes, c'est que le proc6d6 k suivre est 
exactement le meme que dans I'^pure prec6dente. Pour se 
faire une id6e juste des diff6rentes parties dont cette inter- 
section se compose, il faut encore mener les tangentes cdf 
et ceg k la petite base, et distinguer sur le grand c6ne les 
deux portions de surface correspondantes aux arcs /bgr, hki. 
Sur la premifere, on doit trouver une courbe ferm6e analo- 
gue k celle de I'^pure VIIl, et nous la n6gligeons ici. L'autre 
portion, qui r6pond k Tare Mt, determine, par son inter- 
section avec le petit cone, deux branches infinies s6par6es 
TunedeTautre par les deux asymptotes. L'unede ses bran- 
ches estcomprise sur la partie de ce c6ne correspondante au 
petit arc mn^ et l'autre sur celle qui r6pond au grand arc 
mdcn. Cette dernifere branche est la seule dont on ait con- 
struit les projections dansl'^pure. 

126. PROBLfeME X. Intersection de deux surfaces de rftjo- 
lulion dont les axes se rencontrenU 

La question est facile quand les axes des deux surfaces 
sont paranoics : car alors on pent mener une suite de plans 
perpendiculaires k ces deux axes, et chacun de ces plans 
coupe les surfaces suivant des cercles dont les points d'in- 
tersection appartiennent k la courbe cherch6e. II n'en est 
plus ainsi lorsque les axes ont des directions quelconques, 
parce que les plans perpendiculaires k Tun d'eux ne le se- 
raient point k Tautre. Cependant, si les axes se rencontrent, 
et c'est le cas qui est propos6, on pent encore construire 
les points de la courbe par des intersections de cercles, en 
coupant les deux surfaces donn6es, non par des plans, msds 
par des spheres qui aient leurs centres au point de concours 
des deux axes. II est clair en effet que chacune de ces 
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sphferes determine, dans les deux surfaces, des circonf6- 
rences de cercle, et que les points communs a ces circonf6- 
rences appartiennent k T intersection des deux surfaces. 

Pour donner aux constructions toute la siniplicii6 pos- 
sible, je supposerai que le plan vertical est parallfele au 
plan des deux axes, et que le plan horizontal est perpendi- 
culaire k Tun d'eux. De cette mani^re, les axes ont pour 
projections horizontales. Tun, un point unique a (fig. X), 
et Tautre, une parallfele ab k xy ; la projection verticale 
du premier est une perpendiculaire a' a" k xy^ mais celle du 
second pent avoir une direction quelconque, telle que a'b'. 
Quant aux deux surfaces, regardons comme donn^es les 
projections verticales, h'c'i'c" et h'd'i'd'y des m6ridiens con- 
tenus dans le plan des axes. 

Cela pos6, d6crivons du point a' un cercle quelconque 
e'd'c"d'\ lequel coupe les projections des deux m6ridiens en 
c' et c", d' et d" : puis imaginons une sphfere de m6me rayon 
ayant son centre au point de concours des deux axes. Cette 
sphere est couple par le plan des axes suivant un cercle, 
qui a pour projection verticale le cercle c'd'c"d" ; et les points 
c' et c", d' et d'\ sont les projections verticales des points 
communs k ces m^ridiens et k la sphere. En faisant tourner 
autour de son axe le m6ridien de la premifere surface don- 
n6e, il est clair que les points projet6s en c', c'\ d6crivent 
un cercle horizontal dont la projection est c'c", et qui est k 
la fois sur la sphere et sur la premifere surface. Pareillement 
la droite d'd" est la projection d'un cercle commun a la 
sphfere et k la deuxifeme surface. Le point n\ oii les di'oites 
c'c" et d'd" se rencontrent, 6tant dans Tint^rieur du cercle 
c'd'c"d", il s'ensuit que la perpendiculaire 61ev6e au plan 
vertical par ce point, coupe la surface de la sphere en deux 

13 
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points qui appartiennent aux deux eercles dont il s'agit, et 
qui pap consequent font partie de I'intersection des deux 
surfacea donn^es. Ces points ont tous deux la m6me pro- 
jection verticale iV; et, pour obtenir leurs projections 
horieontalas n et tf^, on fait la projection horiEontale du 
parallfele cprresponaant k e'c'\ puis on nafene n'« perpcn" 
diculaipe k xy. En tra^nt du centre a' d*autres eepcles 
dans le plan vertical, et r^pStant les mdmes constructions, 
on obtient aut«.nt de points qu on veut de I'intersection 
eherch^e. 

Si on veut avoir les points qui se trouvent sup un paral- 
16le donniie, par exemple sur celui qui est projetA en «V', il 
faut dterire du point a' le cercle qui passe par les points 
e\ e\ et faire ensuite les constructions qu'on vient d'expii- 
qnar. On obtieni ainsi les iiojites o «t Oi de la projection 
horieontale. 

Comme les miridiens pfojetts sur le plan vertical en tleU 
eC h^d'i^ sent dans un m6me plan, il s'ansuit que les points 
H et i doivent appartenir k la projection verticale de I'ln-- 
teraei^tion des deux surfaces. Les projections borizontalep 
correspondantes h et t sont situ^es sur la ligne ab. 

Jusqu iei la tangente en un point donn^ sur Tintersee^ 
tion de deux surfaces courbes a k^ d^tennin^e au moyen 
de deux plans tangents; m^ison a remarqu^, n'' lii, quelle 
Test aussi par la condition d'etre perpendiculaire au plan 
des normales men^, par le point donn6, k chacune des 
deux surfaces, et que c'est prineipajement dans le eas des 
surfaces de revolution qu*il y a lieu d^employer eette m4- 
thode, k caxuBe de la fajcilit^ avec laquelle se construisent 
lea noruudes dans ce genre de surfaces. Et en eifet, le plan 
tangent toitf pftrpaidieulmre an plan m^dien qui pasee 
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f^ psiot d^ contaet, la porin^le 4ait 6tre d^nPI f§ 4^i^r 
plan, et d6s lors elle doit ^Jre faqle 4 conpaJ|;pe, 

gupposons quilg*agisse de trpy ver l^ taT^geqt^ ^ point 
[w, n'j situ6 sqF Jes deq^ cercles projgf^si (9|i (cV" gt (/d"j ej 
cberchons d'abprd le.s deuJic nprm^le;^. A cej Qfle|, jl faiijj 
observer que Jes nprmales meii6es k qne ^mfi^ce de f?6vplun 
tion, par I^s cjiffi^rept^ points d*uD parallfele yopl; Ipute^ 
rencpptrer ya^iB de I/i, surface ai^ jufei^e ppipt- Pope, si op 
m^ne au¥ projections yerticales des deux ^i^ridien^ dx)nn4§f 
les pormales c"k! et d'T, qui coupent les project^pos 4^ 
axes m k' et /', et si pn tirp n'k' et n'i\ on aura les prpjeif» 
tions yerticales des deu,x noripalps cherchites. Le^ projpc-? 
tlons borizontj^les cprrespondant^s k k' ep I' sopt a et /; d^ 
sorte qu'on aur^ Ibs projectipp.3 borjzont^lps des deux por- 
males en tirant na et nl. Actuejilea^epj; \l faudr^it cpn-r 
struire les traces du plan qui contient ces normales, et en- 
suite i»yeper, pg^r 1^% poijat? n et i?', djes perp^odiSHlaine? i 
ces traces. 

II ^t iziutile de cbercher Ja trace verticijil^ : car, le plan 
i^ Axes ^tant parali^Ie au plap vertical, <&ett§ trace es^t 
pariillj&l^ ^ kl', 4m Ueu de la trace hprizontale, on peut 
prendre la droite qui joint les poipts oii les pormales rep- 
coptrept un plan horizontal quelconque ; et, afin de resserrer 
les copstructions dans un espi§u:e peu ^tepdp« on se sert d^ 
celui dont la trace verticale est e't'. Ep cops6quence, on 
prolpnge n!k' et n'/' j^^qu'i Jeu^s repcoptres r' et «' ayec ffiE!\ 
on d6teroune les points correspondi^pis ;• et s .Sjur les pror 
jectipps hor^ptales na ^t In des deu;;^ npr^^aiaJ^, p\p9 ^ 
jwit n. 

4pr^ avx)ir ain^i ir(mv& r,s ejt h!l\ a^xquelle$ sont paral 
l^ies 1^6 triQj&es dv ^]m des norp[ialeS| on ^J^iSiisser j|. sur e^ 
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droites les perpendiculaires nt et n't^ : ces perpendiculaires 
seront les projections de la tangente. 

En g6n6ral, la projection de la tangente k une courbe est 
langente k la projection de cette courbe. Cependant il y a 
exception quand la tangente est perpendiculaire au plan 
de projection : alors, ainsi qu'on Ta dit n** 116, sa projec- 
tion se r6duit k un point, et la tangente k la projection de 
la courbe ne se trouve plus d6termin6e. C'est ce qui arrive 
aux points projet6s en ft' et t', ou les plans tangents aux 
deux surfaces sent ^videmment perpendiculaires au plan 
vertical. 11 suit de la que si on d6terminait la tangente par 
intersection des plans tangents, on ne pourrait pas trouver 
la tangente k la projection h'n'i aux points ft' et i'. Get in- 
convenient n a pas lieu quand on se sert des normales, 
comme nous venons de le faire. 

127. Probl^me XI. Intersection de deux surfaces de revo- 
lution dont les axes sont dans des plans diffirents. 

Prenons encore (fig. XI) le plan horizontal perpendicu- 
laire a I'axe de la premifere surface, et le plan vertical 
parallfele aux deux axes. Les donn6es auront la m6me dis- 
position que dans T^pure pr6c6dent^, avec cette seule dif- 
ference que la projection horizontale de Taxe de la seconde 
surface ne passera plus au point a et aura une situation 
telle que be parallfele k xy. 

Puisque les axes sont dans des plans diflferents, il n'est 
plus possible de trouver, sur les deux surfaces, des paral- 
Ifeles compris dans un mfeme plan ou sur la mfeme sphere; 
et alors ce qu'il y a de mieux, pour trouver des points de 
rintersection cherch6e, c*est de couper les deux surfaces 
par des plans horizontaux. Chacun d'eux rencontre la pre- 
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mifere surface suivant un cercle dont la projection horizon- 
tale est un cercle 6gal, facile k trouver ; mais il d6termine 
dans la seconde une courbe dont il faut construire la pro- 
jection horizontale par points. Quand cette projection est 
trac6e, les points ou elle rencontre celle du cercle appar- 
tiennent k la projection horizontale de Tintersection des 
deux surfaces ; et ensuite on obtient facilement les projec- 
tions verticales correspondantes, en remarquant qu'elles 
doivent se trouver sur la trace verticale du plan auxiliaire 
par lequel on a coup6 les deux surfaces. On voit que 
chaque plan auxiliaire donne lieu k la construction d'une 
courbe, dont le seul usage est de d6terminer des points de 
Tintersection cherch^e. 

Soit d!f\ parallfele a ^ry, la trace verticale d'un de ces 
plans. Son intersection avec la premifere surface se projette 
verticalement sur la droite d!d!\ et horizontalement sur la 
circonf6rence dmm^^ d6crite du centre a avec un rayon 
6gal k la moitiS de d! d". Son intersection avec la seconde 
surface est une courbe qui a pour projection verticale la 
droite f'f\ et dont il faut avant tout construire la projec- 
tion horizontale. A cet effet, on imagine, perpendiculaire- 
ment k Taxe de cette surface, une suite de plans qui la 
coupent suivant des circonf6rences. 

Supposons que g'g" soit la projection verticale d*une 
telle circonfference. Le point de rencontre ft' de ff avec 
g'g" est la projection verticale de deux points de la courbe 
auxiliaire que nous voulons connaitre ; par consequent les 
projections horizontales de ces deux points doivent se 
trouver sur la perpendiculaire ft'ft k xy. Faisons toumer le 
plan de la circonf6rence autour de la droite projet6e en ft', 
pour amener cette circonf6rence k 6tre horizontale; et alors 



pf rtjetons-la sur le plah horiisontnli Si on suit avec atten- 
tion les {ionstf actions, on trouve que cettd projection est la 
circonffirence d6crite du centre k avec le rayon kL Or les 
points projet6s en ft', et dont on a parW plus haut, n'ont 
pas dA changer ; done leuiis projections hoHzontales doivent 
se trouver au^ rencontres ft et ft^ de la ligne ft'ft avec la 
circonf(!rence kf. 

En menant d'autres plans perpendiciil^ires k 6'c', oft d6- 
termirie d'autres points de la section correspondante & /*7', 
dans la secbhde surface ; fet de cette tnahifere on ^rf ive i l^ 
courbe hfh^. Cette courbe fet la tirconKrencd dtnm^ soht 
done Ife^ projections horikontales des sections faites dans les 
deux surlacrs par un mfeme plan auxilialre ; fel d^ Ih on 
tohelut l:fue IfeS polhts de rehcontre fn et ^,^ de ces deux 
ligne^, appartletthent & !A |)iiojiF*etibrt horliOftlfele de Tint^r- 
febctibri dfeis delix SUrfdces. Ces pointis font ensUite tonfialtre 
tes pt-ojfectibns verticale^ m' fet m\. 

Miiii^teHahl il faiit toupee tes deux sUi^fatfes par d'feiutriBS 
|)iarts hbrlzontaux ; et, en r§p6tant poUr thacun d*ettx 
touteis 14ft ettnst^UctIons qu'On vieht d^expllquer^ On obtlett*- 
dra Atttantd^ points qu'on Vbudt-i des proj^titJtt* dife Tifr- 
lerfe^tioh dei^ deiii Surfaces. C*est aiM qU'oil a constrtiit 
les deux courbes n/nuw^, fn'n'a'¥n\. 

Oh p^ut eVoir besoin dvi c^nrtattresp^cialementles points 
de I'int^i-settibn <|tii «e trouvent sur les W6ridi<*tts pai^l^ 
ffeles Au point vertical. Par e!«etttple, *iippo$ons qu on veuille 
avoir cetox q^l sont sur le in6ridien de la prenii'fere surface. 
On cherchera la courbe selon la'quelle le plan vertical ^lev6 
sur ad coupe la seconde surface ', et les points communs h 
cette courbe et au m6ridien dont il s'agit seront les points 
d'ettwind^. Qoant k te d6tei'mination de <^6*te cotirbe, ©He 
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ne peut offrir aucune dif&cuUd s les indieations de la iigurt 
doivent suffire. 

Latangente k I'lntersection des deux surfaces s'obtient 
encore ici au moyen des normales^ comme dans le probl. X. 
Supposons que le point de contact soit [n^ n!] : on trace 
d'abord les projections verticales des paralleled de cha(}ue 
surface^ sur lesqiiels ce point est plac6, et ensuite oellea des 
normales. Au lieu de chercher les traces du plan des nor* 
males sur les plans de projections, ce qui efit ii6 peu COm*^ 
mode, on a d6termin6 les intersections de ce plan aveo la 
plan horizontal et avec le plan vertical qui passent au point 
[o^o*]^ oil lanormale k la seconde surface rencontre Taxada 
cette surface. Connaissant lea projections or et o'r'i o$ at 
o'8\ de ces deux, intersectionsi on m^ne ni^ n'i\ respectiva- 
ment parpendiculaires & ar, o's' i ces perpendiculaires aont 
les projections de la tangente. 

Bur rbtfUee et r^ploydoida Bph^riqat. 

128. PaoBLaME XIL Consiruire la projection d'une A^/ice 
trae^emrun cylindre vcrtieah etdHerminer Us tangmUs a 
cette Mlice qui sent parallrles a un p'an do^mi* 

Un cylindre quelconque 6tant donn6« consid^ronB-Ia 
comme ayant pour base une section faite par un plan per* 
pendicuiaire k ses g<in^ratnces> Si, k partir de ce plan, on 
porte, sur les gto^ratrices, des longueurs proportionnellea 
aux arcs de la base compris entre ses generatrices et una 
origine fixe prise sur cette base, la courbe qu'on determine 
ainsi sur le cylindre est une hHice, 

Cette generation montre que si on developpe le cylindre 
sur an plan^ la base devient una droite perpendiculaire aux 
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g6n6ratrices, et Th^lice, par suite, une droite oblique i ces 
g6n6ratrices. Done toutes les tangentes k Th^lice font le 
m^me angle avec les g6n6ratrices ; done aussi, lorsqu'on 
eflectue le dSveloppement dans un plan tangent men6 au 
cylindre par un point de ThSlice, cette courbe doit se d6- 
velopper suivant sa tangente. 

Une autre propri6t6 se pr6sente sur-le-champ, c'est qu*en 
transportant toutes les tangentes de rh61ice parallfelement 
k elles-m6mes en un point quelconque, elles forment un 
c6ne droit dont Taxe est parallfele aux g6n6ratrices du 
cylindre. De Ik il suit que les tangentes parallfeles k un plan 
donn6, doivent fetre parallfeles aux droites qu on obtient 
en coupant ce cdne par un plan parall^le au plan donn^ : 
cette remarque suffit pour determiner ces tangentes. Main- 
tenant la question propos6e ne saurait offrir de difficult^. 

Projection de VMlice. Supposons que la base du cylindre 
soit un cercle abc (fig. XII) trac6 dans le plan horizontal , 
que Torigine des arcs ou iibscisses circulaires soit au point 
a, et que le pas de Theiice, c*est-i-dire Tintervalle compris 
sur les g6n6ratrices entre deux spires ou revolutions con- 
s6cutives, soit 6gal k a'a". Je divise en un mfeme nombre 
de parties 6gales, en seize par exemple, la circonftrence 
abca et la hauteur a' a" ; je fais les projections verticales des 
g6n6ratrices qui passent par les divisions de la circon- 
f6rence, et je termine ces projections aux horizontales 
men6es dans le plan vertical, par les divisions corres- 
pondantes de a'a". La courbe a'b'c'a'\ qui unit tous les 
points ainsi determines , est la projection verticale de la 
premifere spire. On aperfoit facilement comment on aurait 
les spires suivantes. 

Tangentes. II reste k chercher les tangentes k Fheiice 



LIGNES GOURBES AVEG LEURS TANGENTES. 201 

qui sont parall^les k un plan donn6 o^a', dont je supposerai 
la trace horizontale perpendiculaire i xy. Si elle avait 
une autre position, la solution ne serait pas plus difficile. 
Au cercle abc menez la tangente bd 6gale k Tare ab rectifi6. 
Le plan vertical 61ev6 suivant bd est tangent au cylindre 
sur lequel Th^lice est trac6e, et si on d6veloppe ce cylindre 
sur ce plan, Th^lice se d6veloppera sur une droite qui 
passe en d et qui est la tangente au point [6, 6'] de Thfelice, 
Done, si on projette d en d' sur xy^ et qu'on Joigne b'd\ 
les deux projections de cette tangente seront bd et 6'd'. 

Une parallde men^e k cette tangente par le point [o, b'] 
rencontre le plan horizontal en e; et, si on la fait toumer 
autour de Faxe du cylindre, elle engendre un c6ne dont la 
base est le cercle d6crit avec oe, et dont les g6n6ratrices 
sont parall^les aux tangentes de Th^lice. Done le plan b'fh, 
qui passe au sommet de cdne, et est parall^le au plan 
donn6 a'^a, doit couper ce c6ne suivant des parallfeles aux 
tangentes demand6es. Ges droites sont projet6es horizonta- 
ment en og, oh, 

Comme les tangentes k I'h^lice ont leurs projections ho- 
rizontales tangentes au cercle a6c, il s*ensuit qu en menant 
les tangentes mr et m, respcctivement parallfeles k og et 
k oh, on aura les projections horizontales des tangentes 
cherch6es. Les lignes mm! et nn! d6terminent les projections 
verticales m' , n\ des points de contact ; et en menant les 
parallfeles m'r' et n's' k ^a', on obtient les projections ver- 
ticales des tangentes. 

Remarques. On pent mener au cercle abc une autre 
tangente parall^le og ; mais il est facile de voir que la tan- 
gente qui lui correspond sur rh61ice, a une inclinaison 
oppos^e k celle de la g^n^ratrice du cdne qui est projet6e 
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8Ur Of^i et que pctr cOflsAqoftiit elU nt h\ est point pai-al-^ 
l^le. La tn^me raison niontre qu'il faut rejet^r aussi Tautrd 
tangente, parall^le k oh. 

Quand on (Sifeve les lignes de projections i^m', nn', 11 e^it 
clair qu*il faut prendre leurs intersections seulement avec 
les portions de courbe qui rfipondent k la partie antfirieufe 
dii cyllndre. Mais il est clair aussi qu*on doit prendre leurs 
intersections avec chaque spiral et qu*on obtient &insi dl 
nouvelles tangentes^ telleS qud m'V'', qui cOliviennent tXi- 
core k la question. 

129. PftbBitMfe Xlli. CdmttukB ta projiitHon Sune dpi^ 

cyclMc SfhMque, et dHer miner ta tangente tn Un point 
qutkonqUe de c He courbe. 

Si Ton fait roulef un cferele sur utt Jititre qui resto fixe, 
de hianifere que leurs circoiiftrences solent toujours taft- 
gentes, chaque point de la clrconferefice mobile dficrit un6 
cOurbe qu'on noinme ^picyclolde. L'fipicyclotde est plane 
quand tons ses points sont dans un plan, et c'est ce qui a 
lieu si le cercle mobile restfe dans le plan du cercle fixe. 
Elle fest siphhufne, iorsque tons ses points sont sur utte 
mStue sphere : c'est ee qul arrive si les deux cercles s6ttt 
les bases de deux cflnes droits ayant sommet commun et 
apothfeme commun, et si ori fait rouler l*un des cdnes sur 
Tautre de mani^re qu*ll alt tOujours mfeme sommet que lui, 
et qu*il le touche suivant tin de Ses c6t6s, lequel vatie k 
chaque instant. 

Dans ce cas, le cerde fixfe est situfi suf une Spbfere, d6- 
crite du sommet Commun. et le cercle mobile reste tdujoura 
sur cette sphere. 11 est clair aussi que le plan de ce cercte 
mobile coupe toujours le plan d6 la bas6 fixe suiva&t ufie 
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tangente commune aux deux deux cercles, et que Tincli- 
naison des deux plans demeure constante et 6gale k Tangle 
form6 par les axes des deux cdnes. 

La tangente en un point de r^picycloi'de doit 6tre dans 
le plan tangent k la sphere dont on vient de parler. Pour 
achever de determiner cette tangente, je vais d^montrer 
qu'elle est aussi dans le plan tangent k une sphere qui 
aurait pour centre le point ou le cercle mobile, consider^ 
dans sa position actuelle, touche le cercle fixe. 

Au lieu de deux cercles, je considfere deux polygones 
quelconques ABC..., A'B'G',.., roulant Tun sur Tautre (ils 
oe sont point traces sur la figure) ; mais, pour plus de 
simplicity, je suppose que tous les cdt^s des deux poly- 
gones soient ^gaux entre eux. D'ailleurs, on peut prendre 
ces cdt^s en tel nombre et sous telles inclinaisons qu on 
voudra. Cela pos6, imaginons que le sommet A' coincide 
avec A, et que le polygone ABC..« 6tant fixe, A!B!G... toume 
autour du point A de manidre que B' vieame coincider 
avec B. Alors faisons touraer A'B'C. autour de B de ma* 
ni^re que G vienne sur C, et ainsi de suite. 

Examinosi la nature de la ligne que d^erit un point quel- 
conque M du polygone mobile. Or, pendant la rotation qui 
s'efiectue autour du sommet A^ il est clair que le poinl; M 
reste sur une spbtoe d^crite du point A camme centre avec 
le rayon AM ; pendant la rotation autour du sommet B, 
il reste sur une sphere dtorite du point B comme centre 
avec le rayon BM; et sxtm de suite. Done la tangente, 
en un point quelconque de la ligne engendr^e par le point M, 
doit £tre dans le plan tangent h une spb^re dont le centre 
est sitii^ au sommet autour duquel s'est effectute la rota- 
tion qui a amen6 le point M dans la position actuelle^ Gette 
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conclusion 6tant ind6pendante de la grandeur des c6t6s 
des polygones, doit 6galement convenir aux cas de deux 
courbes roulant Tune sur T autre; c est-k-dire que la courbe 
mobile 6tant dans une quelconque de ses positions, si on 
design e par H son point de contact avec la courbe fixe, et 
par N la situation correspondante du point d6crivant M, la 
tangente au point N de la courbe engendr6e par le point M, 
sera toujours contenue dans le plan tangent au point IN de 
la sphfere d^crite du centre H avec le rayon HN. Entrons 
dans le detail. 

Projection de V epicycloide, Gette projection doit 6tre faite 
sur le plan de la base du c6ne fixe. Supposons que cette 
base soit le cercle abb^a^ d6crit dans un plan horizontal 
avec le rayon ouy que le point g6n6rateur de Tfepicycloi'de 
ait 6t6 primitivement en a, et que le contact des deux 
cercles soit actuellement en 6 : cherchons quelle est la 
position correspondante du point g6n6rateur. Je prends 
pour second plan de projection le plan vertical 61ev6 sur ob. 
II doit contenir le sommet o' commun aux deux c6nes, et 
couper le c6ne mobile suivant un triangle isocfele o'bc' 
qui fait partie des donn6es du problfeme. Ge c6ne a sa base 
dans le plan qui a pour trace horizontale la tangente 6c, 
et pour trace verticale la ligne 6c', laquelle peut aussi 6tre 
consid6r6e comme la projection verticale de cette base. 
Faisons le rabattement 6MG de cette base sur le plan hori- 
zontal. Pour avoir, dans ce rabattement, la position M du 
point g6n6rateur, 11 faut prendre Tare 6M 6gal k Fare ba : 
car le point M ayant 6t6 primitivement en a, et les dilK- 
rents 616ments des deux arcs 6M et ba ayant 6t6 successi- 
vement appliqu6s les uns sur les autres, ces deux arcs 
doivent 6tre 6gaux. 
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Par le rabattement M du point g6i)6rateur, il est facile 
d' avoir sa projection verticale m', et ensuite sa projection 
horizontale m. Si on place le contact des deux cercles en 
tout autre point 6^, on imaginera un plan vertical par le 
rayon 06 j, et des constructions semblables aux pr6c6dentes 
d6termineront un nouveau point n de la projection hori- 
zontale de r^picycloide. En continuant ainsi on trouve, 
avec autant d' exactitude qu'on voudra, la courbe amna^. 

Pour simplifier, on pent ex6cuter au point b toutes les 
constructions qu'on devrait faire en 6^ : c est-i-dire qu on 
prendra Fare 6Mj = 6,a, et qu'on trouvera la projection 
horizontale Wj comme on a trouv6 le point m. Mais alors il 
faut remettre le point m^ a sa vraie position, et c'est ce qu'on 
fera en prenant le point n dans la mfeme situation a I'fegard 
de o6j que celle du point m^ k regard de ob. Or. pour cela, 
il suffit de dterire, du centre 0, la circonf6rence m^de, et 
de prendre Tare en = dm^. On voit par li qu'on pent ob- 
tenir tons les points de la projection amna^ en se servant 
toujours du m6me plan vertical. 

Construction de la tangente. L'^picycloi'de , ainsi qu'il 
a 6t6 dit plus haut, est situ6e sur la sphere qui a pour 
centre le sommet 0', et pour rayon Tapothfeme o'b; par 
cons6quent la tangente au point [m, m'] de cette courbe 
est dans le plan tangent k cette sphere. On a vu aussi 
qu'elle doit 6tre dans le plan tangent i la sphere dont 
le centre serait en 6, et le rayon 6gal k 6M ; done elle est 
r intersection des deux plans tangents. 

Le cercle rabattu en 6MG appartient k la premifere sphere ; 
done si on mfene a ce cercle la tangente M/, elle sera le 
rabattement d'une droite situ^e dans le plan tangent k cette 
sphere ; et par consequent le point /*, ou Mf rencontre ftc, 
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^t mv h trswQ bQrij50Ptal§ cl6 09 plan, Done cette tpaee est 
1a perpendi§uiair# n/* »b^9s^ dii point f mr h projection 
Qm du v^yon qui pas9# m point 46 ipont&et^ 

L^ circle d^prit du r^ygn I^U est 1q rab9.tteiHiWt d'un 
cercle de 1* SQGpnde spb^ri^ ; gM Qon^^quent si on lui in^ne 
la tangeptQ Mg qui r^^cpntm be m g% 9t ^i Qn ^^i^s§ ^^ 
p^rp^ndiculairi^ ^ Jw, la lign^ ^^ ^§rft to tr^e bori^Ofttnte 

du plan t*og^pt ^ H »ecppd# sphere, 

1(5$ traces ^ot/ ^t gg §@ OPupa^t pn un ppint f qui doit 
apparteoir k Tintersectipn dps deujc plwe tangpnts, on ti- 
rera ]^ droite wr, pt (:e p^ra U projection hori^pptale dP la 
tangente ^ r^picycloide, ou, cp qui e^t la jn^pag cbpse, Ift 
tjangpute & la projp^tion a?/^f^ d§ pette cpurbe, 

Op obtii^ut dps v6rifipations pn cpu^trmsant le? trapep 
vprticftles dps deux plans t^ngpnts. |1 ^t plair que celle du 
premier e^t 1^ pprpppdiculs^irp %f njpn6e i^ur la projpction 
o' w' du rayou d^ la prpojii^rp spbfere ; et jp vaii^ prouvpr 
qup ([:pllp dp r autre plan pst la parppndiculaire d^ 61ev6p 
sur be. En efifet, la tangentp yLg 6tant perpendiculaire h la 
porde 6SJ doit pigwispr au point C, Pt par i^uite, pu rplevant 
le cercle 6MC daU3 »a vraip positipp, pptte tangppte doit 
rppcoptrer Ip pjgip vertical ep q' : d'ailleurs, la projection 
yprtigale dP rayon 6M tpujifce pur bp'; pt dp Ih il s'pp^pjt qup 
h tr^QP v^rticale du plan ti^ngept |t h secppdP sphere P8t 
h pprpppdiiQuUirp c'^' ^Ipv^e sur b(i\ (Jptte tracp doit donp 
rencpptrer ^y au n^fime point qup la tracp Ijprigoptalp Py, 
ce qui offre d6jk pPP v^rifipfttii9p. Pp plus, cppipie lea 
tr^^cep yerti/paJes af l^V, des dep# pteps tapgpnte, sp ppupent 
pp s\ 1^ droite m'»' doit i^frp la projpctiop vprtjpalp dp la 
topgeptpiJ'i^picyplpjide; par «pps6quppt, gi pp ^bpr^^bpau 
moypu dp^ projpctipns wr Pt w's'» PP q«*b ppipt^ <:pttp top- 
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goote perea Iq» deux plans dci projection, on doit retrouvcr 
les poijats r et $' ce qui doQne de pouvelles verifications. 

Pour n^ rim Id-isser h d^airer dans T^pure, on y a au8$i 
con^truit la tangente au moyen de^ noruiales (114). Cen 
lignes m sont ici ftutre cbo*e que les rayons des deux 
spl^^res, et U est (Evident que la trace vertieale de leur plap 
se CODfopd avec Tapptli^me o'6. Quanta la trace bori^ontale 
d§ ce plaP) elle passe d^ja au point 0; et on en obtient up 
a^cood m memnt par le point de contact, et parall^lement 
j^ la trace bQ\ une drgite [mu trii^l dont on d6terajine I'in^ 
ter^^ctign i aveQ Je plan horiiontaJ. Ain^i la droite hi sera 
h irm% homonUle du plan d^s deux rayons, et les project 
tipttg d^ h tangente 4 r^picycloi'de devront fetre respective^ 
i»eot p^peadmlairee aux traces bi et bo'. 

430, tUmQ,rqw, Nous avona vu tout ^ Theure qu« la 
trftc^ ^c\ dM plan tangent h la «pb^re du rayon (/M, est 
perp^QdicuWre 4 Textr^mit^ de la droHe k' « de Ih. r6sulte 
une consequence importante que nous allons faire con-<- 
^itre. Prolopgeojii^ ^q' jupqu It aon intersection o" avec Taxe 
(j^\ et imaginons un ^ne qui aurait aon somniet en ee 
ppipt et pour hnm T^picycloide »phj6rique. Si on voulait 
avQir le plan tangent 4 ce c^m epicydode^ selon la g^nera^ 
tfic^ qui passe au point [vu »'']» QO reaiaiquerait d'abord 
qu U doit contenir cette g^n^ratrice, et par consequent 
pas»er au point «^'. On remarquerait aussi qu*il doit reofcr- 
i»er h tangepte h repicyclpida e» ce mftnae point [m,m'] : 
Of gette tangente e$t dan$ le plan tangent k la aph^re de 
rayon 6M, et c est pour cela que le point $\ ou elle ren- 
contre le plan vertical, est situe sur la trace ^'c' ; done le 
plan tangent au c6ne epicycloide passe par la droite o"c'. 

Goncevons le cdne epicycloi'de comme invariablement at- 



208 TROISI^ME PARTIE. 

tach6 aucdne o'abb^^ et formant corps avec lui; puis faisons 
tourner le syst^me de ces deux c6nes autour de Taxe oo" 
dans le sens indiqu6 par la fifeche uv^ et imaginons que le 
point 6j vienne occuper la place du point 6. Par ce mouve- 
ment, le point [m^m!] quittera le plan cbc\ que nous sup- 
posons fixe; mais un autre point de r6picycloide viendra 
s*y placer, et il est Evident que ce sera precis^ment celui 
qui est rabattu en Mj, et projet6 en m^ et m\. Si on voulait 
avoir la position que vient occuper alors le plan tangent au 
c6ne 6picycloide suivant la g6n6ratrice sur laquelle ce point 
est situ6, on reconnaltrait qu'il doit encore passer par la 
droite o"c'. La mfeme chose arrive k tons les plans tangents 
au c6ne 6picycloifde, qui se succfedent les uns aux autres a 
mesure que les points de r6picycloide viennent se placer 
dans le plan cbc'. Done ces plans tangents successifs ne sont 
autres que les diff6rentes positions d'un plan qui serai t mo- 
bile autour de la droite fixe o"c\ et qui serait pouss6 par le 
c6ne 6picycloide. 

Done encore, si on suppose ce plan mobile ac' li6 invaria- 
blement avec an cercle d6crit dans leplan cbc' sur le diamfetre 
be" ==2bc\ il est clair que le mouvement de ce plan mobile 
forcera ce cercle de tourner autour de Taxe o"c' en sens 
contraire au mouvement du cercle 066^, et que cette rota- 
tion se fera de telle sorte que les points des deux circonf6- 
rences d^criront, dans le m6me temps, des arcs qui 6tant 
rectifies auraient m6me longueur. Telle est la propri6t6 que 
nous voulions 6tablir, et sur laquelle se fonde la th6orie des 
engrenages dits k roues d'angle. 
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EXERCICES. 



Objet de ces exercices. — Quelques questions sur la ligne droite et le plan. 

— Sphere .circonscrite. — Sphere inscrite. 

431. Tous les problfemes que j'ai r6solus renferment 
deux parties bien distinctes. Dans Tune on 6tablit la suite 
des constructions qu'il faut effectuer, et par cons6quent elle 
exige une connaissance 6tendue et approfondie des lignes 
et des surfaces; dans I'autre on execute r^ellement les 
constructions, et le lecteur a du reconnaltre qu elle se 
r^duit toujours k appliquer un petit nombre de proc6d6s, 
qui sont constamment les m6mes, mais qui sont combines 
diversement. Ce sont ces proc6d6s qui, i proprement parler, 
constituent la 6£om£trie desgriptiye ; et comme ils ont 6t6 
mis dans le plus grand jour par Tordre et le choix des 
exemples qui ont 6t6 d6velopp6s pr6c6demment, on doit 
regarder dfes k pr6sent ce trait6 comme complet. Aussi, 
cette quatrifeme partie n'a-t-elle tf autre objet que d'ofFrir 
quelques nouveaux exercices. 

152. Probl^me I. Par un point donni^ mener une droite 
qui fasse^ avec les plans de projection, des angles donnes. 

Je d6signerai les angles donn6s par a et p, et je rappelle- 
rai qu'ils ne sont autre chose que les angles formes par la 
droite cherchte avec ses deux projections. Gela pos6, pre- 

14 
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nons k volont6 le point [a, a!\ sur le plan vertical (prob. 4* 
part. fig. 1) , et supposons pour un moment que la droits 
demand^e passe par ce pomt. EUe forme, avec sa projection 
horizontale et avec aa\ un triangle rectangle qu il est facile 
de rabattre en vraie grandeur sur le plan vertical, car il 
suffit pour cela de faire Tangle a'Ba = a. 

La distance a'B est la vraie longueur de Thypot^nuse de 
ce triangle, et dans Tespace cette mfeme droite forme, avec 
sa projection verticale, un autre tricngle rectangle, dont 
elle est encore I'hypot^nuse et dont Tangle aigu adjacent 
au sommet a' e$t 6gal a p ; par cous^quent il est facilo ie 
coQStruire le triangle Ba'B' 6gal h cet a,utre triangle, fin 
d^rivant Tare B'6' du centre a' et tirant a!b\ on aura la 
projection verticale de la droite chercb^ ; puis, eo ^levaat 
i'b perpendiculaire k wy^ d6crivant Tare B6 avec le rayc^i 
dB et joignant ah^ on aura la piojection horizontals ^ qette 
droite. Remarquez que bb' doit Stre 6gal k BB'* 

Jusqu Icl on a suppose que le point donn^ [a^ a'} itait 
sur le plan vertical ; donnons-lui une position quelcooqw 
[m, m']. Pour r^soudre la question, il suilira dc imoQx mu 
et m'n respectivement paralI61es ^ ab et o'6'. 

Le triangle aBa! pouvant 6tre construit k droite w a 
gauche de aa\ le probl^me est susceptible de iexa, aolu- 
tioas« 

133. Probl£:me II. Determiner un plan qui passe par un 
point donne^ et qui fosse d§s angles 4Qnne$ ave^ Itss plans de 
piojeciion, 

Je d^ignerai par qc et ^ le$ angles du plan cberch^ avec 
le plan horizontal et avec le plan v^rUcal• Prenons k v<h 
loat^ (fig, II) le poiat a sur la iJan hQri;&ont^f ^ aupp^ 
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sam p&at wt moment que ie pko aeb fasse a^ec les plans 
depFOjeclion les angles a et p. Menez a<' perpendic»tairB 
k xy^ et cd perp^diculaire k ob : la droite qai dans Fespace 
joindrait les points a et d forme avec cd Tangle connu ^ 
De Ui on conclut que si on fait Tangle a«(;=r^, on aura 
ce£=xfd ; done la trace 06 est tangente k Tare ei d6crit avec 
le rayon f«. 

£)evez eb perpendicukire kxy^ ei imaginez une perpen- 
diculaire abaiss^ du point c sur le plan aob i dans Tespoce 
ces deux perp^idiculaires compreonent entre elles un 
angle ^al k <x. La seconde est situ^ dans le plan mdi et 
par conaSquent, pevar Tobtenir en vraie grandeur, it sul&t 
de mener «^ perpendicukire sur ae. Alors il est Evident que 
si on fait Tangle fcg = 7. on doit avoir cg = cb. Le point* 
se trouve done d^termin^ ; par suite k trace bo sera eonnue 
pttisqu elle doit 6tre tangente & Tare $i, et enfin la tr^ce o^ 
k sera aussi. 

Mainteiiant en connalt un plan qui fait avec les plans 
de projection les angles donnas a et ^. Pour en avoir un 
qui PSffifAfSse les mdmes conditions et qui en outre passe 
par wi* poiiit donn^ [m, m'], il suffira demener par ce point 
un pkn p^all^e k Mb : c'est ainsr qu'on a obtenu k 
plas pqr. 

13ft. f ROSLtMi III. Connaitsant U9 traces d'un plan et la 
projfclion horitontale de la dia^fHile d'un carr4 situi dan$ 
c^plan, en demande ks projectiovn^ d« carr^. 

La solution eonsiste k rabatlre sur le plan horizemal le 
pkn donni6, k chercber ee que devient alors la diagonale dn 
carr^, k construire ce carr6 dans le rabattement, et k r#^ 
wnir ensuite da rafeattement aux prqjecticrns. 
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Soient (fig. Ill) rst le plan donn^, et ab la projection ho- 
rizontale de la diagonale du carr^. Suivant ab imaginons 
un plan vertical : sa trace horizontale sera la droite ab elle- 
mfeme, et sa trace verticale sera une droite telle que nn' 
perpendiculaire k xy. Le point m oi se coupent les traces 
horizontales des deux plans appartient k F intersection de 
ces plans, aussi bien que le point n! oil se coupent leurs 
traces verticales ; done, en abaissant mm! perpendiculaire k 
xy et joignant mV, on aura la projection verticale de Tin- 
tersection des deux plans. G'est sur cette intersection que 
se trouve la diagonale dont ab est la projection horizon- 
tale ; et en tirant les lignes de projection aa\ bb\ il sera 
facile d'obtenir la projection verticale a'b' de cette diago- 
nale. 

Faisons toumer le plan rst autour de rs pour le rabattre, 
ainsi qu'il a 6t6 dit, sur le plan horizontal. Le point n' doit 
rester k la m6me distance du point «, et d'un autre c6t6 il 
doit tomber sur nN perpendiculaire k rs ; done il se placera 
k la rencontre N de nN avec la circonf6rence dferite du 
rayon sn!. Par suite, la droite qui contient la diagonale du 
carr6 deviendra mN, et, en menant sur rs les perpendicu- 
laires aA, 6B, on obtient cette diagonale rabattue en AB. 

Sur AB, comme diagonale, construisons done le carr6 
ABCD, remettons le plan rsN dans sa premiere situation, et 
cherchons en quels points vont alors se projeter les. som- 
mets G et D. Menez Cp parall61e k «N : cette ligne doit ae 
placer dans Tespace parallfelement k st, et alors elle se pro- 
jette horizontalement suivant pc parall^le k xy ; done la 
projection horizontale du point C doit 6tre sur pc. Mais, d'un 
autre cdt^, cette projection doit aussi se trouver sur la per- 
pendiculaire Cc k rs; done elie est i la rencontre c. On 
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trouve semblablement la projection horizontale d du som- 
met D ; et par suite celle du carr6 sera dcbd, 

Les projections verticales correspondantes k c etd sont 
sur les lignes de projection cc' et dd'. Pour achever de les 
determiner, on mine CE et DF parallfelement k rs, on porte 
les distances sE et s¥ sur st en «e' et sf\ puis on tire les 
droites e^d' et fc' paralliles k xy. Ainsi s*obtient la projec- 
tion verticale a'c'b'd' du carr6. 

Remarque. Si on prolonge la ligne DA et sa projection da^ 
elles devront couper la trace rs au m6me point. La mime 
verification a lieu pour les autres cdtis du carr^ et pour la 
diagonale CD. 

135. ProblIsme IV. Connaissant les projections de$ trois 
arites d*un angle tri^dre, construire les traces d'un plan qui 
coupe ces trois arites a des distances donnies^ a partir du 
somtnet* 

Les plans yerticaux qui contiennent les trois arites de 
Tangle triidre se coupent suivant une verticale : imaginons 
que ces plans toument autour de cette ligne pour devenir 
paralliles au plan vertical de projection, et alors projetons 
les arites sur ce plan. Dans cette situation, les distances 
comprises sur ces arites, entre le sommet et le plan de- 
mandi* se projetteront verticalement selon leurs vraies lon- 
gueurs, et comme ces longueurs sont donnies, il sera facile 
d* avoir leurs projections actuelles. On cherchera ce qu'elles 
deviennent quand on ritablit les arites dans leur premiire 
position, on en connaitra ainsi les projections de trois points 
par lesquels doit passer le plan demandi, ce qui sufTit pour 
risoudre le problime (26). 

Soient (fig. IV) ab et a'b\ ac et a^c\ ad et a'd\ les pro- 
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jeetions des trois arfttes sur lesquelles le {dan cherchi doit 

intercepter des distances conoues a, p, y* Consid^roni la 
premiere* et faisons tounier, ainsi qu'il ?ient d'to^ dit, le 
plan vertical dans lequel elle est i»itu6e. A eel efiet, <hi 
chercbe le point b oil elle percs le plan horizontal, on porte 
ab en am parall^lement k xy, on projette le point m en m' 
sur ^y, et de cette mani^e on trouve qu'aprte son d^pla- 
cement Tar^te [a6, a'b^\ a pour projections am^a'm'. AlorB, 
sur u'm\ on prend a'p"=:<x, puis on mtoe p"p' parall^ Jia:y, 
et on abaisse la ligne de projection p'p qui rencontre eb en 
p : les projections du point ou la premiere ar6te est coup6e 
par le plan demand^ seront p et p'. On determine semblar- 
blement, sur les deux autres arfetes, les points [g, q'\ et 
[r, r'] ; on tire les droites [pq^ p'q'] et [f r » q'r'] dont on 
eonsti*uit les traces ; et enfin, au moyen de ces traces, on 
trouve chiles du plan demand^, lequel est stu* 

136. Pr06l£:me V. Cireonurin une SfhirB i tms py ramide 
triangulaire. 

La question se r^uit & construire le centre et te raymi 
de la sphere. Or, ee centre devant 6tre i 6gales distances 
des quatre somaiets, il s'ensuit qu'il est contenu dans les 
plans perpendiculaires aux milieux des aretes {fntr. 16): 
dte lors il est clair que pour le determiner il sufBt d' Clever 
des plans perpendiculaires aux milieux de trois arfttes. 
Cependant il ne faudrait point prendre ces arfttes dans une 
m^me face ; car al(»*s les trois plans perpendiculaires se 
couperaient suivant une droite, et non en un point unique. 
En eifet, chaque point de Tintersection de deux de ces plans 
serait ^galement eloign^ des extr^mitfe des trois ar6te». et 
par consequent cette intersection serait tout eotiire com- 
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priee dans le troisi6me plan perpendiculaire {Introd. 16). 
Les constructions qu'il faut faire en g6n6ral, pour rdsoudre 
le problime, sent dte k present a.^ez indiqu^es; mais, 
quand on peut cboisir k Tolont6 les plans de projection, il 
existe une solution fort simple qu'on va d^velopper. 

On prend pour plan horizontal celui de trois sommets 
a, 6, c (fig. Y-l). 8oit d la projection, sur ce plan^ dn 
quatritoie sommet : on jcnnt bd et on prend la ligne de terre 
xy parallels k bd ; c'est*it-dire que le plan vertical sera 
parall^le ii I'ar^te dont bd est la projection horizontale. II 
est d'ailieurs Evident que les projections verticales des 
sommets a, 6, c, seront sur xy en des points tels que a\ 
ft', ff et que celle du quatri^me sommet sera donate en 
quelque point 4' de la droite dd' perpendiculaire k xy. 

Gela pos6, menons d*abord, dans le plan horizontal, des 
perpendiculaires aux milieux des c6t6s du triangle aJbt : 
on sait qu'elles drnvent se couper au m6me point o. Ensuite 
concevons trois plans verticaux ^Iot^ suivant ces perpea*- 
^ulaires : ils seront eux^mfemes perpendiculaires aux cd- 
tte du triangle , et auront pour intersectic» commune k 
vertkale qui se projette au point o. Gomme e^te intersec- 
tion c(»3tient le centre de la sphere circonscrite,<») estd^j^ 
certain que la projection horizontalo de ce centime est en o, 
et que la projection verticale est sur la droite omo^ perpen- 
diculaire k xy. Dans le plan vertical Elevens f*g' perpendi- 
culaire au milieu de b'd\ et suivant /"g' imaginons un plan 
perpendiculaire au plan vertical. Puisque xy est parall^le 
k M, il est clair que ce plan doit 6tre perpefMiiculaire au 
milieu de Tarfete [6d, b'd'] et que par consequent il contient 
le centre cherch6. Done la projection verticale de ce centre 
est mxt fg'i dene ^le est k la rencontre o' de f^ avee e^'. 
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Ainsi, on coDnait les deux projections o et o' du centre de 
la sphere. 

Si on tire oa^ o'a\ ce seront les projections du rayon ; et 
en prenant mp=oa, ThypotSnuse o'p en sera la vraie gran- 
deur. Sur la figure on a trac6, des centres o et o', 
avec un rayon 6gal k o'p^ deux cercles qu'on peut 
regarder comme les projections des grands cercles de la 
sphfere parallfeles aux plans de projection. C'est dans Tin- 
t6rieur de ces deux cercles que sont comprises les projec- 
tions de tons les points de la sphere. 

137. Remarques. Si laligne de terre ooy 6tait prise d'ooe 
mani6re quelconque dans le plan du triangle abc^ la per- 
pendiculaire au milieu de b'^ ne contiendrait plus la 
projection verticale du centre. Alors la solution du pro- 
blfeme s'achfeve 6l6gamment comme il suit (fig, V-2) : On 
d6crit un cercle par les trois sommetsa, 6, c et on remarque 
que ce cercle doit appartenir k la sphfere. Par le point d 
on mfene la corde fe parallfele k xy^ et par cette corde on 
imagine un plan vertical. Ce plan contient le quatrifeme 
sommet, et coupe la sphfere suivant un cercle qui se projette 
en vraie grandeur sur le plan vertical. Or, cette projection 
doit passer par le point d' et par les projections f et e' des 
points f et e; on dfecrit done un cercle par ces Irois points, 
ou plutdt on dfetermine son centre o' : les points o et o' 
seront les projections du centre de la sphfere, et le pro- 
blfeme n'a plus de difBcultfe. 

138. Probl£me VL Inscrire une spMre dans une pyramiie 
triangulaire. 

Pour qu'une sphfere soit inscrite k un polyfedre, il faut 
qu'elle soit tangente k toutes les face^; done son centre 



EXERCIGES. 217 

doit fetre k 6gales distances de ces faces. Or, quand un plan 
divise en deux parties 6gales Tangle de deux autres plans, 
on a fait voir {Introd. 46) que chaque point pris dans le 
premier plan est 6galement distant des deux autres, et que 
tout point pris au dehors est in6galement distant de ces 
demiers; done le centre de la sphfere inscrite dans une py- 
rauiide triangulaire doit se trouver sur les plans qui divisent 
par moiti6s les angles difedres de cette pyramide. Mais tons 
ces plans se coupent-ils au m6me point? Et d'un autre 
c6t6, comme trois plans sufiisent pour determiner la posi- 
tion d'un point, pourra-t-on prendre indistinctement trois 
quelconques des plans qui divisent par moiti6sles six angles 
difedres de la pyramide ? 

Pour r6pondre k ces questions, je suppose qu'on ait 
men6 les trois plans qui divisent en parties 6gales les 
angles formes suivant les aretes aboutissant au sommet 
d'un angle solide. Les deux premiers plans se couperont 
suivant une droite qui, d'aprfes le th6orfeme qu'on vient 
de rappeler, aura chacun de ses points k 6gales distances 
des trois faces de Tangle solide ; done, d'aprfes le mfeme 
th6orfeme, cette droite sera contenue aussi dans le troisifeme 
plan. Maintenant je considfere Tangle difedre form6 suivant 
une nouvelle arfete : le plan qui le divise par moiti6s 
rencontre cette m6me droite en un point qui est 6gale- 
ment distant des trois premieres faces et de la quatri^me ; 
par consequent ce point doit appartenir aussi aux plans 
qui divisent par moiti6s les angles difedres form6s suivant 
les deux aretes restantes. II suit de Ik que les plans, qui 
divisent les six angles difedres d'une pyramide triangulaire, 
se rencontrent en un mfeme point, et que, pour determiner 
ce point qui est le centre de la sphere inscrite, il faut 
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ptl^mi ees plans en choisir trois qui ne paasent piis au 

Les constructions k effectuer, pour r^sondre d'ane m^ 
nifere g6n6rale le problfeme propo86» n'ont pas d'autre diffi- 
eult6 que leur longueur. Afin de les simplifier, je prendrai 
le plan d*une face pour plan horizcmtal. Soit ABC cette face 
(fig. VI) , et soient d et d' les projections du quatri^me 
sommet D. Les projections verticales des points A, B, G, 
sont sur la ligne de terre en A\ B\ G. Gda pos6, imaginons 
que trois plans divisent en parties dgales les angles di^dres 
form^savecla base ABC : ces plans composerontavec cette base 
uDe pyramide triangulaire dont le sommet sera le centre 
cherch6. Je nommerai ce sommet 0; les trois faces de cette 
nouvelle pyramide seront d6sign6es par OAB, OAC, OBC ; 
et leurs intersections mutuelles, par OA, OB, OG. Le point 
sera d^termin^ quand on connattra les projections de 
ces lignes ; et, pour les trouver, je ferai dans la pyramide 
OABG une section horizontale dont je*yais chercher les pro- 
jections. 

A cet effet, supposons qu'on ait men6, par le sammet D 
de la pyramide donn6e, des plans verticaux perpendicu- 
laires aux cdt6s de la base ABC, et corisid^rons en partieu- 
jier le plan Y)de perpendiculaire k AB. II coupe les plans 
ABC et DAB suivant des droites dp, Df, perpendiculaires 
k AB, et dont Tangle mesure Tinclinaison de ces plans; 
de sorte que si on conceit une droite qui divise cet angle 
en deux parties 6gales, et k laquelle je donnerai le Dc«n 
de b4$$ecir%ct^ elle devra appartenir au plan OAB. Faisons 
loumer le plan DJ^ autour de la verticale Dd, et ame- 
nons-le k gtre p£u*all61e au plan vertical de projection. Alors 
la ligne i« va se projeter, stdvant la lignd de turret wr kt 
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6gdie k de; I'hypot^nuse D^, sur dV; et la bissectrice sur 
la droite e'f qui partage Tangle d'e'k en deux parties ^gales. 

Maintenant je mfehe une parallfele quelconque x'y' k xy^ 
et je la prends pour trace d'un plan horizontal par lequel 
je coupe la pyramide OABG. Ce plan rencontre la face OAB 
suivant une droite qui est parallfele k AB, et dont la pro- 
jection horizontale sera connue quand j'aurai celle du 
point ou il rencontre la bissectrice. Or, si du point g\ oil jr'y' 
coupe f^f, on abaisse la verticale g'g'\ et si on confoit le 
triangle d'fce' r6tabli dans sa premiere situation, il est Evi- 
dent que g' se placera en un point qui sera Finter- 
section du plan horizontal x'y' avec la bissectrice, et g^' 
en no point qui sera la projection horizontale de cette 
intersection ; done, en prenant eg = e'g" , le point g sera 
cette projection horizontale ; et, en menant par le point g 
une parallfele mn k AB, on aura la projection horizontale 
de la section faite dans le plan OAB par le plan horizontal x'y\ 
On construira pareillenient les projections mp et np des 
sections faites, par le mfeme plan x'y\ dans les deux autres 
faces de la pyramide OABG. 

De cette manifere on connaltra trois points m, n, p, par 
lesquels doivent respectivement passer les projections des 
arfites OA, OB, OG: et comme ces projections passent 
aux points A, B, G, elles doivent 6tre dirig^es suivant 
les droites mA, nB, pG. Ges droites doivent se couper en 
un point o, qui est la projection horizontale du centre de 
la sphfere inscrite. Sur la ligne x'y' prenons les projections 
verticales m\ n', p\ correspondantes k m, t», p, et tirons 
les droites m'k\ w'B', ;/'G' : ces lignes seront les projections 
yerticales des mftmes aretfes OA, OB, OG, et devront par 
consequent ae oouper en un point o\ qui est la projaction 
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verticale du centre. On voit que la droite oo^ doit 6tre per- 
pendiculaire & xy. 

Le rayon de la sphere est facile k determiner. En effet, 
puisque le plan horizontal contient une des faces de la 
pyramide, ce rayon est 6gal k la hauteur du centre au- 
dessus du plan horizontal : or, cette hauteur est donn^e 
dans le plan vertical par la perpendiculaire oV abaisste 
sur xy. 

Remarque. II pent se faire qu'on ait besoin de connaltre 
les points de contact des faces de la pyramide avec la 
sphfere. D'abord, il est clair que le point o est le point de 
contact de la face horizontale ABC. Pour avoir les trois 
autres, on cherchera les pieds des perpendiculaires abais- 
s6es du centre sur les faces DAB, DAG, DBG. Par exemple, 
pour avoir celui de la face DAB le mieux sera de mener 
par le point un plan perpendiculaire k AB. Ge plan cou- 
pera la face DAB suivant une droite qu'on rabattra sur le 
plan vertical, comme le montre la figure, et qui alors sera 
paraliele k e'd'; on abaissera du point o' une perpendicu- 
laire sur cette parall^le ; puis, ramenant les choses k leur 
vferitable situation, on cherchera ce que devient le pied 
de la perpendiculaire : ce sera le point de contact de la 
sphere avec la face DAB. 

IntersectioDs d'une droite avec nn cone oa un cylindre, ayec one sphere, 

avec une surface gauche de revolution. 

139. Probl^me YII. Construire les intersections d*une 
droite avec un cdne ou avec un cylindre. 

Supposons que la surface soit un cylindre. Par la droite 
donnte, paralldement aux generatrices du cylindre, ima- 



£XERG1G£S. 221 

ginez un plan : il coupera la surface suivant des genera- 
trices; il est evident que les points ou ces g6n6ratrices 
rencontrent la droite donhee sont les intersections deman- 
dees. Si au lieu d'un cylindre on avait un cdne, on ferait 
passer un plan par la droite et par le sommet : du reste, 
les constructions seraient les m6mes. 

Le cas du cylindre est celui qui est d6veloppe fig. VII. 
Le cylindre a pour trace horizontale la circonftrence abed; 
il est projete horizontalement entre les limites ce et cf, 
et verticalement entre b'g' et d'h! ; enfin les projections de 
la droite donn6e sont ik et ik!. Par un point quelconque 
[fc,k'] de la droite donn^e, on a men6 une droite paralieie 
aux generatrices du cylindre, et on a construit la trace 
horizontale il du plan determine par ces deux lignes. Gette 
trace coupe la circonference abed en m et n ; par consequent 
le plan doit couper le cylindre suivant deux generatrices 
[mp^m'p'] et [ng,n'g']. Les projections mp^ ng, sont rencon- 
trees par ik en r et « ; fn!p\ n'q', sont rencontrees par ik' 
en r' et y : done les points [r, r'] et fs, s'] sont les intersec- 
tions du cylindre avec la droite donnee. 

140, Probl£me VIII. Dilerminer les points d* intersection 
d^une sphire et iune droite donnies. 

Par la droite donnee faisons passer un plan, et, pour 
plus de simplicite, prenons-le vertical. II coupe la sphfere 
suivant une circonference dont les intersections avec la 
droite sont precisement celles qu'il faut determiner : or, 
c'est k quoi Ton parviendra facilement en amenant le plan 
de cette circonference k etre paralieie au plan vertical de 
projection. 

Soient (fig. VIII) 0,0', les projections du centre de la 



'1 



222 QUATRI&ME PARTIE. 

Sphere, et a6, a!b\ celles de la droite* La section de la Bpbiie» 
par le plan vertical qui contient cette droite, est ud cercle 
dont le diam^tre est donnS imm^diateinent sur le plan bo- 
rizontal; car il est 6gal k la corde e/i. Pour que le plan d$ 
ce cercle devienne parallfele au plan va'tical de projection, 
faisons-le tourner autour du centre o de fa(on qme la corda 
cd vienne se placer en ef parall^lement h xy : alors le 
cercle se projette en vraie grandeur, eur le plan vertical, 
suivaut un cercle dont le diam^tre e'f est 6gal k efouk ed. 
Si Ton considfere deux {>oints particuliers [a, a!]^ [fr^'/J. de 
U droite denude, il est facile de trouver q\x'^ vieonentt 
apr^s la rotation, occuper les positions [9, </'], [A, K], et 
que par suite la projection verticale de la droite ctevi^t g'h'^ 
Les points d' intersection de la droite et du cercle sont 
actuellemeut projet6s. Fun en m' et tw, Fautre en n' et fi^ 
Par consequent il n*y a plus qu'J^ chercher ce que deviennent 
ces projections quand on r6tablit, par une rotation retro- 
grade, le cercle et la droite dans leur premiere situation* 
A Qet effet, on d^crit, du centre 0, les arcs mr et ns qui 
rencontrent ab en r et 4, puis on m^na les lign^ de pro-' 
jection rr' et 5s' qui coupent a'b' en r' et s' : les points [r, r^ 
et [s, s'] sont les deux intersections demandee9. 

l&l. PR0fiL£M£ IX. Diterminer Us fwfit$ d'inters^^ion 
dune dreite avec une surface gauche d$ rh^ehUiof^ 

Imaginons que la droite tourne autour de Faji^e de la 
surface, et quelle engendre ainsi une seconds sur&ct 
gauche. Les intersections des deux surfaces seront des ci^ 
conferences qui devront contenir les points chercbeQ; pv 
consequent il suffit de determiner ces circonference^, Lft 
scolie III du n"" 69 rend cette deternunation fi^e. 



UERCicffiaL 2SS 

Item ftdepterons (fig. IX) 1» mime disposition doot nous 
avom d^k bit usage pltisieurs fois : c'est-&*dire que noad 
pleQ<ka^3 le plan horizontal perpendiculaire k I'axe de 
la surface dcocin^^ et la g^n^ratrice de cette surface pa-- 
rall^e au plan vertical. Soient «( la projection horizontale 
de Taxe, a!a" sa projection vertieale, be et b'c' les project 
tkms de la g^6ratrice, et ad le rayon da collier. Soient ef 
et ^f les projections de la drcHte donn^e : mepez ag per-^ 
pendiculaire k tf^ 61evez la ligne de projection gg' et tirez 
I'horizontale ^V. II «st Evident que ag et oy sont les pro<* 
jecftious de la plus courte distance de Taxe k la droite 
donnte ; de sorte que si on fait toumer cette droite autour 
de I'axe, la surface gauche qu'elle engendre aura pour coU 
lier on eerde horizontal d6crit du centre ia^o'] avec le 
rayon ag* 

Je ferai od^cR et 093= R' : je supposerai R'>R, et 
je conatruirai k part, au moyen d'un triangle rectangle, 

une longueur R" ^- ^R**— R*. Cela pos6 , au lieu de la 
pmAi^re surfece gauche, je considfere son c6ne asymp- 
tete, Icquel a pour sommet [a^a"^, et pour g6n6ratrice 
[o*^ aV) parallfele k [ft/r, Vd] ; et, au lieu de la seconde 
surAice gauche, j'en considfere une autre , dterite autour 
dtt mftme axe, laquelle a encore son centre au point [a, 0'], 
diWIt k g6n6ratrice est parallfele k [ff^ c'/']* ^^ dont le 
collier a pour rayon at^R". D'aprfes le scolie qu'on vient 
de rappeler, les plans horizontaux qui contiennent les 
intersections de cette demifere surface avec le cdne sont 
les mfeoies que ceux des cercles d'intersection des deux 
premieres surfaces. 

Pouf determiner ces plans, je chercherai les intersections 
dn cdne avec la g6n6patrice de la dernifere surface gauche. 
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D'abord j*616ve la ligne de projection ti*, que je termine k 
I'horizontale o'g\ je m^ne les lignes ifc, iH, respectivement 
paralldes k ef^ e'f : elles seront les projections de la g6n6- 
ratrice dont il s'agit. Par le sommet du c6ne, je m6ne la 
ligne [aly a!l] parallde k.cette g^n^ratrice, et je construis 
la trace horizontale, Ik^ du plan qui passe par ces deux 
lignes. La base du cdne (c'est le cercle d^crit avec ah) est 
rencontr6e par cette trace en m et n : par suite, les inter- 
sections du c6ne et du plan sont les droites projet6es sui- 
vant am et an ; et comme ces droites coupent ik en p et 9, 
on conclut que ces points sont les projections horizontales 
des intersections du c6ne avec la g^n^ratrice de la surface 
gauche, puis on en d6duit les projections verticales p' et 9'. 
La suite des constructions n'oiFre plus aucune difficulty. 
En menant p'r' et q's' parallfeles k xy, on aura les traces 
verticales des plans horizontaux qui renferment les cercles 
d'intersection du cdne avec la derni^re surface gauche. Or, 
nous avons dit que ces plans sont les m6mes que ceux qui 
contiennent les cercles communs aux deux premieres sur- 
faces gauches ; done k plus forte raison contiennent-ils les 
intersections de la droite donn6e avec la surface propose ; 
done les points r' et s\ ou e'f est coup6e par les horizontales 
pV et q'«', sont les projections verticales de ces intersec- 
tions. En abaissant des perpendiculaires k xy^ on trouve 
sur ef les projections horizontales correspondantes r et $. 

Quelques questions sur les contacts»~Probldmes dependants des intersections 

de surfaces. 

1A2. PfiOBiiiME. X. £tant donnies une droite et une sphere^ 
ainsi qu'un cercU de cette sphere^ on propose de mener par 
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la droite un plan qui coupe la sphere suivant un cercle tan* 
gent au cercle donni. 

Pour que deux cercles, situ^s dans des plans quelcon- 
ques, soient tangents Fun a Tautre, il faut qu'ils aient un 
point commun, et m6me tangente en ce point. Gette tan- 
gente devant se trouver dans le plan de chaque cercle, elle 
n*est autre que Tintersection des deux plans ; done on aura 
un point de cette tangente en prolongeant la droite donn6e 
jusqu'i sa rencontre avec le plan du cercle donn6. Alors il 
est Evident que, pour r6soudre le problfeme, il suffit de 
mener par ce point deux tangentes k ce dernier cercle, et de 
faire passer par la droite donn6e deux plans dont chacun 
contienne une de ces tangentes. 

On voitainsi quele problfeme aen g6n6ral deux solutions. 
II n'en a plus qu'une quand la droite donn6e va rencontrer 
la circonf6rence du cercle donn6, et il est impossible quand 
elle passe dans Fint^rieur de ce cercle. Si la droite donn6e 
6tait parallfele au plan du cercle, on mfenerait les deux tan- 
gentes parallfelement k cette droite (ce qui est tou jours pos- 
sible dans le cas dont il s'agit) et les constructions s'achfe- 
veraient comme plus haut. 

Prenons (fig. X) le plan du cercle donh6 pour plan hori- 
zontal. Supposons qu' alors o et o' soient les projections du 
centre de la sphfere, et, dans le plan vertical, du point o' 
avec le rayon de la sphfere, d6crivons un cercle sur la ligne 
de terre. La partie a'6' comprise dans ce cercle, sera la pro- 
jection verticale du cercle donn6, et on aura sa projection 
horizontale en tra^ant un cercle, du centre o, sur le dia- 
mfetre ab 6gal k a'b'. 

Soient cd^ cld\ les projections de la droite donn6e, la- 
quelle a pour traces les points c et d\ Les traces horizon- 

15 
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tales des plans cherchSs doivent passer en c, et d'apr&s ce 
qui a 6t6 expliqu^, on les obtient en menant les tangentes 
ca, c^, au cercle oa. Quant aux traces verticales, il est dair 
qu'elles doivent passer au point d! : ce sont les droites od' 
et ^d'. 

II est 6galement facile de determiner les centres et les 
diam^tres des cerdes tangents au cercle oa^ suivant les- 
quels In sphere est coup6e par les plans cotd' et o^'. Je me 
bomerai k construire les diam^tres. Cherchons celui qui est 
dans le plan cad'. Sur la ligne oe, perpendiculaire k ca, 
imaginons un plan vertical : ce plan passera par le centre 
de la sphere et sera perpendiculaire au plan cad' ; done il 
contiendra le rayon abaiss6 du centre de la sphere perpen- 
diculairement au plan cad', et par consequent il coupera ce 
plan suivant une droite dont la partie comprise dans la 
sphere sera le diam&tre cherche. 

Pour Tobtenir en vraie grandeur, je fais toumer le plan 
vertical eiev^ sur oe de mani^re que oe se place en oa pa- 
ralieiement k wy. Alors le grand cercle de la sphere situ^ 
dans ce plan se projettera verticalement sur le cercle 6'a'm'. 
La droite d' intersection dont il s*agit passe au point a ; et de 
plus, comme le plan cad' contient la ligne donn6e [ed,c'dl, 
il s'ensuit que le point [/*, f ], oil cette ligne est rencon- 
tr^e par le plan vertical eiev^ sur oc, est un autre point 
de la mdme intersection. Apr^s la rotation, le point e se 
projette verticalement en a', le point [/", f] en h\ Par suite 
cette intersection vient se projeter suivant a'A'; c'est la por* 
tion a'm\ comprii^ dans le cercle, qui est le diam6tre 
cherch6. On trouverait d'une manifere semblable le dia- 
metre 6'n' du cercle situd dans le plan c^d'. 
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1&8. Pbobi£M£ XL £tant donni tin eylindre ou un edm 
a base eircuMre^ on propose de mener a cette surface un 
plan tangeni qui fasse un angle donni avec le plan de cette 
base. 

Supposons que la surface soit un eylindre ayant pour 
base un cercle trac6 dans le plan horizontal. Par un point 
quelconque de Tespace menons une verticale et une oblique 
faisant avec le plan horizontal Tangle donnS ; puis engen-^ 
drons un cdne droit en faisant toumer cette oblique autour 
de la verticale. Tons les plans tangents ^ ce cdne formeront 
avec le plan horizontal le m6me angle : en consequence on 
minora k ce cdne deux plans tangents paralliles aux g^n^*- 
ratrices du eylindre (81) ; ensuite on m^nera au eylindre 
des plans tangents parall61es k chacun de ces deux*li, et la 
question sera r^Bolue. 

Quand il s'agit d'une surface conique, la solution se mo- 
difie un peu. Alors on place le sommet du c6ne auxiliaire 
au sommet du cdne donnd, et on obtient les traces hori^ 
zontales des plans cherchte en menant des tangentes com-* 
munes aux deux cercles, bases de ces cdnes* Le reste des 
constructions n'oifre aucune difficult^. 

Dans ce cas, comme dans celui du eylindre, il est clair 
qu*on trouve en g6n6ral quatre plans tangents diff6rents : 
mais, pour certaines donn^es^ ils pourraient se r^uire 
k un moindre nombre« et m6me la question pourrait 6tre 
impossible. 

Je n'ai d6velopp6 que les constructions relatives au cas 
du eylindre : elles sont contenues dans la figure XL Le ey- 
lindre a pour base le cercle d^crit sur le diam6tre a6, il est 
projete horizontalement entre les droites ed et e/, et verti- 
calement entre ^h' et ik!. Du point [a, a], prU k voiont^, 
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je mfene la droite [ap, a'P'] parallfele au plan vertical, et for- 
mant avec le plan horizontal Tangle donn6. Elle perce le 
plan horizontal au point p, et en la faisant toumer autour de 
la verticale 6lev6e en a elle engendre un c6ne droit, lequel 
a pour base le cercle d6crit du rayon ap, et dont toutes les 
g6n6ratrices forment avec le plan horizontal un angle ^gal 
k Tangle donn6. Par le sommet [a, a'] je mfene une paral- 
Ifele [yS, y'S'] aux generatrices du cylindre, puis je determine, 
par le moyen connu (81) , les plans ycpS', y^S', parallfeles a 
ces generatrices et tangents au c6ne. C'esti ces plans que 
sont paralieies les plans cherches qui doivent 6tre tangents 
au cylindre. On obtiendra done les traces horizontales des 
plans cherches en menant des tangentes k la base du cy- 
lindre, paralieies k y? et ^^. Ensuite on aura leurs traces 
verticales en menant des paralieies k yS' et ^8'. 

On trouve des verifications en cherchant les traces ver- 
ticales des quatre arfetes de contact : car ces traces doivent 
etre respectivement sur les traces verticales des plans tan- 
gents. Remarquez d'ailleurs que deux de ces arfetes ont 
meme projection horizontale, et qu'il en est ainsi des deux 
autres. Gela est trop facile k demontrer pour qu'il soit d6- 
cessaire de s'y arrfiter. 

1A&. Probl£me XIL Diterminer les plans tangents com' 
muns a une sphere et a un cdne droit. 

Admettons pour un moment qu'on ait trouv6 un plan 
tangent commun aux deux surfaces. Au point de contact 
avec la sphere menons un rayon, et menons aussi un plan 
parTaxe du c6ne et par Tarfete de contact : ce rayon etce 
plan meridien seront perpendiculaires au plan tangent. Si 
nous imaginons, par le centre de la sphere, un plan paral- 
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Ifele au plan tangent, il sera coup6 par le plan m^ridien 
suivant une droite parallfele k Tarfite de contact et 61oign6 
d'elle d'une distance 6gale au rayon de la sphfere. De plus, 
il est clair qu'il sera tangent au cdne engendr6 par la revo- 
lution de cette parallfele autour de Taxe du cdne donn6. Or 
il est facile de determiner ce nouveau cdne et de lui mener, 
par le centre de la sphere, des plans tangents ; et ensuite il 
sera facile aussi d'obtenir les plans demand6s, d'aprfes cette 
consideration qu ils sont parallfeles k ceux-li et tangents au 
c6ne propose. Comme le cdne auxiliaire pent fitre interieur 
ou exterieur au cdne donne, le problfeme pent avoir quatre 
solutions differentes, sauf les cas particuliers. 

Dans la figure XII la ligne de terre passe par le centre 
de la sphere, et le plan horizontal de projection est per- 
pendiculaire k Taxe du cdne. Soient a le centre de la sphfere 
et ab son rayon ; soient c et c' les projections dusommet du 
cdne, cd et c'd! celles d'une generatrice paralieie au plan 
vertical, et cd le rayon de sa base sur le plan horizontal. 
Perpendiculairement k c'd* prenez>.[x=:Xv = a6; paralieie- 
ment k c'd' tirez les lignes [ne' et v/'; considerez ces lignes 
comme les projections verticales de deux droites dont les 
projections horizontales sont dirigees suivant cd ; cherchez 
les traces horizontales e et fde ces droites ; enfm decrivez 
deux cercles avec les rayous ce et cf. 

D'apres ce qui a ete dit, il faut d'abord mener, par le 
point a, des plans tangents k deux cdnes droits dont ces 
deux cercles sont les bases, et ensuite mener des plans pa- 
rallfeles k ceux-li et tangents au cdne donne. Or les traces 
horizontales des premiers plans sont les tangentes ag, ah^ 
at, ak ; done en menant, paralieiement k ces droites, des 
tangentes au cercle cd, on aura les traces horizontales des 
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plans tangents communs it la sphere et au cOne donni : 
sayoir, pa, 9^, ry, «8. Tons ces plans devant passer par le 
sommet Lc, (/], il sera facile d'avoir, par les moyens ordi- 
naires, leurs traces verticales af, pm\ yn', So'. 

1A5. PbobuKme XIIL Par un point donni^ menerunplan 
tangent commun a deux spheres* 

Soidat a et 6 (fig, XIII) les centres des deux spheres, et c 
le point donn^. Par ces trois points je fais passer un plan, 
que je prends pour plan horizontal de projection, et daos 
lequel je trace la ligne de terre & volenti. Aux grands cerdes 
situ6s dans ce plan je m^ne les deux tangentes de^ fg^ qui 
vont se rencontrer en h sur la ligne ab (il y a deux autres 
tangentes, ik et 2m, qui se coupent en n et dont je parlerai 
plus loin) ; puis je les fais toumer autour de ab en m&ne 
temps que les cercles. Elles d^criront un cOne droit, et il 
est facile de reconnaitre que tons les plans tangents k ce 
cdne seront tangents aux deux sph^es : par consequent, 
en lui menant des plans taiigents par le point c, on aura 
d^jit deux plans qui satisferont au probl^me. Or ces plans 
doivent tons deux passer par le somxnet h et pax le point 
donn6 e; done la droite ch est la trace liorizontale de cha- 
cun de ces plans. 

D^terminons leurs points de contact avec la sphere dont 
le centre est a. A cet effet, observons que ces points sont 
sur le cerde vertical dont df est le diam&tre, que le plan 
de ce cercle est coup^, par les deux plans tangents, suivast 
deux tangentes k ce m^nie cercle, et que la rencontre c des 
lignes ch et (^ est un point de ces tangentes ; done, si on 
rabat le cerde sur le plan horizontal autour de son dia- 
m&tre 4^, et, si on lui mtoe les tangentes oP et oF« les 
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pomte P et F Beroot, dant le rabattement, les points d^ 
contact chercWs. Ilsont pour projection borizgntale le point 
p oil PP' coupe df; et, pour avoir leurs projections verti* 
cales, il faut, 3ur p^, perpendicukire i spy^ prendre 
ap'=ap"=|)P, Alors par les deux points de contact, on 
m^nera des horizontales paraU^Ies h h trace ch, et on s'en 

seryira pour trouyer les traces verticales rq' et rq" ; Yun 
de3 deux plans tangents sera crq\ et Tautre sera crq". 

On n'a encore que deux solutions j mais on pent jnenert 
aux deux grands cercles situ6s dans le plan horizontal, d^ixx 
autres tangentes, tft et Im ; et, par des constructions pa* 
reilles aux pr6c6dentes, on aura deux autres plaus tan^ 
gents, Ces deux plans sont cut^ et cuf* 

Pour ^viter la coufusion, on n'a construit que les points 
de contact des quatre plans avec Tune des spheres : il est 
inutile de dire que les points de contact ayec Tautre spUfcre 
se d^terminent semblablement. 

146. Les considiSrations employees dans leproblfcme pr^ 
c6dent conduisent k la solution de celui-ci : Trouver le$ 
plans tangents a trm spheres donnees, 

Afin de fixer les id^es prenons le cas ou les trois spheres 
seraient entiirement s^par^es les unes des autres, et nom- 
mons-les A, A', A". D6tenninons, comme plus haut, les deux 
cOnes circonscrits aux spheres A et A' ; le premier, que j'ap- 
pellerai C, ayant son sommet au deli d*un des centres par 
rapport k Tautre, et le second, que j'appellerai D, ayant SOU 
somoiet entre les deux centres, D6terminons aussi les deux 
c6nes analogues G et D', circonscrits aux spheres A et A'* 
Gela pos^, il est facile de reconnaltre que tout plan tangent 
aux trois spheres est tangent k Tun des cdnes C et D, et 
aussi k I'un des cOnes C et D'\ et r^ciproquement, que 
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tout plan qui remplit ces conditions est tangent aux trois 
sphferes. II faut done prendre un des cdnes G et D avec un 
des c6nes C et D' ce qui produit quatre systfemes diff6- 
rents, et mener des plans tangents communs aux deux c6nes 
de chaque systfeme. 

Quelque systfeme que Ton considfere, les plans tangents 
devront passer par la droite qui unit les deux sommets ; 
ainsi la question se r6duira k mener, par cette droite, des 
plans tangents i Fun des deux c6nes, ou, si on le pr6ftre, 
k celle des trois spheres qu on voudra. Pour chaque systfeme 
on pent avoir deux plans tangents ; il y aura done en tout 
huit plans qui seront tangents k la fois aux trois sphferes. 
Ces plans, consid6r6s deux k deux sont situ^s sym6trique- 
ment k regard du plan conduit par les trois centres, etvont 
couper ce plan suivant la m6me droite. Deux d*entre eux 
sont places de manifere que chacun d'eux touche les trois 
spheres d'un m6me c6t6 par rapport k lui, tandis que 
chacun des six autres touche deux spheres d'un c6t6, et la 
troisifeme de T autre. 

Au lieu de huit plans tangents, il n'y en aura que quatre 
si Tune des spheres en rencontre une autre, et deux seule- 
ment si elle rencontre aussi la troisifeme. Le problfeme est 
impossible quand une sphfere est envelopp6e par une des 
deux autres. II pent aussi 6tre ind6termin6, et ce cas 
arriverait si un mfeme c6ne 6tait tangent aux trois 
spheres. 

147. Nous n'avons fait aucun usage des c6nes C" et D" 
circonscrits aux spheres A' et A". Gependant chaque plan 
tangent aux trois spheres doit Tfitre aussi k Tun de ces 
cfines, et par cons6quent passer k son sommet. Orgies six 
c6nes ont leurs sommets dans le plan conduit par les 
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centres des trois spheres ; done si Ton consid^re trois de 
ces cdnes qui soient touches par le m6me plan, leurs som- 
mets seront sur T intersection de ce plan avec le plan des 
centres, et par consequent ils seront en ligne droite. 

Maintenant voici comment on pent discerner, dans les 
six c6nes, les combinaisons oi il y a trois sommets en ligne 
droite : 

1<» Si on considfere les cdnes G et C\ le plan tangent 
touche les trois spheres exlirieur entente c'est-i-dire qu'il 
laisse les trois sphferes d'un m6me c6t6 ; done il doit fetre 
tangent au c6ne C"; done les cfines G, G', G" ont leurs 
sommets en ligne droite. 2* Dans la combinaison G et D\ 
le plan tangent laisse les spheres A et A' d*un mfime c6t6, 
mais il passe entre les sphferes A et A"; done les spheres 
A et A" sont de c6t6s difF6rents par rapport k ce plan ; done 
il est tangent au c6ne D" ; done les cdnes G, D', D" ont leurs 
sommets en ligne droite. 3* M6me raisonnement k regard 
des trois cdnes D, G', D". il** Encore m6me raisonnement 
pour les trois cdnes D, D', G". 

On voit que la premifere combinaison comprend les trois 
cdnes qui touchent ext6rieurement les spheres eonsid6r6es 
deux k deux, et que les trois autres ne comprennent qu'un 
seul de ces cdnes. 

148. La propri6t6 6tablie ci-dessus k regard des cdnes 
circonscrits k trois sphferes, prises deux k deux, conduit k 
cette proposition remarquable : iiJtant donnes trois cercles 
situis dans un plan, si on mine a ces cercles^ pris deux a 
deux^ des tangenies extirieures^ et qu'on les prolonge jusqu'd 
ce qu'elles se coupenU les trois points de concours sont tou- 
jours en ligne droite. 

En effet, regardons ces cercles comme les grands cercles 
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de trois spheres, et consid^rons lea U^ois cdnes dont cbacun 
serait circonscrit ext^rieurement k deux de ces spheres; 
d'apr^s ce qui a 6t6 dit ci-dessus» les sommets de ces cOaes 
sont situ6s en ligne droite sur le plan conduit par les centres 
des trois spheres* Or ce plan coupe ces spheres sui- 
vant les cercles donnas, et les c6nes suivant les tangentes 
d6sign6es dans r6nonc6 ; done le th6or6me est d6montr6# 
Par des raisonnements analogues, on arrive encore h cette 
conclusion : Si aux troi$ mSmes cerclest pris deux a deu^^ 
on mine des tangente$ intirieureSf c'eU-^dire qui $$ crai^ 
sent entre lee centres des cercleSf on aura trois noweaua 
points de concours^ dont deux quekonques sont en Ugn$ 
droite avec un des trois premiers; en sorte qm Us six 
points de concours sont toujours les intersections de quatre 
droites. 

ih9. HohiiMz XIY. Une droite et une sphere itant don* 
n(eSf un cylindre est ditermini s'il doit Hre parallile a la 
droite et circonscrit a la sphere : on propose de constrmre^ 
dans ce cas^ les projections de la courbe ie contact et la 
trace horizontale du cylindref 

Coupez la sphere suivant un grand cercle par un plan 
parallfele k la droite donn6e ; menez au cercle une tdxigeate 
parallile k la droite; puis imaginez que le cercle et la 
tangmte tournent autour d'un axe inen6 par le centre pa- 
raU^lement k cette droite. Le point de contact d^crit sur la 
spUfere un grand cercle dont le plan est perpendiculaire i^ 
Taxe de revolution ; et la tangente engendre un cylindre 
droit dont les generatrices sont paraEfeles k cet axe, et qui a, 
en chaque point du grand cercle, m6me plan tangent que 
la sphere. Tel est le cylindre determine par renonofe; et le 
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grand cercle« dont le plan est perpendiculaire k la droite 
donn^e, est la courbe de contact dont il faut d*abord con- 
struire les projections. A cet eifet, on se sert d'une projec- 
tion auxiliaire sur un plan vertical parall^le ^la df oite ; le 
grand cercle de contact s'y projette selon un diamfetre per- 
pendiculaire h la projection de la droite sur ce plan, et de 
1^ il est iacile de passer aux autres projections. 

Soient (fig. XIV) a^, a'p' les premiferes projections de la 
droite donn^e* et a, a', celles du centre de la sphere. Ayant 
men^ h volenti uv parall^le h «^, je fais la projection auxi- 
liaire sur un plan vertical &g\& sur uv, et je faia tourner 
ce plan autour de uv pour I'appliquer sur le plan horizon- 
tal. £n menant aS V perpendiculaire b, uv et prenant S'a"=Sa\ 
le point a" sera la nouvelle projection du centre ; et comme 
le rayon de la sphere est donn^, on peut d^crire, avec ce 
rayon et des centres a, a', a", des cerclea qui seront les 
projections des grands cercles de la sphere parall^les 
aux trois plans de projection* Parall^ement k [a^, a'^'], 
menez la ligne [a6, u'b'] qui rencontre le plan horizontal an 
6i ahaiseez bb" perpendiculaire k uv^ et tirez a"b" : les gene- 
ratrices du cylindre se projetteront sur le nouveau plan 
Buivant des paralieies h a"b" ; et le cercle de contact, du 
cylindre avec la sphfere, s'y prqjettera sur le diam^tre c"d" 
perpendiculaire k a"b". 

Pour montrer comment on obtient les projections de ce 
cercle sur les deux autres plans, je consid^re, par exemple, 
les points projet^s en m"* lis sont situ^s sur un cercle hori- 
zontal dont on obtient la projection bonzontale en menant 
par le point m" la corde e"f" paralieie k uv, et en dicrivant 
un cercle du centre a sur le diam^tre ef ^gal k e"f\ Alors, 
en abaissant la ligne m"m perpendifiulaire k uv^ ses inter^ 
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sections m et n avec ce cercle appartiendront i la projection 
horizontale du cercle de contact. Si, dans le plan vertical 
primitif, on mfene F horizontale df k la mfeme hauteur au- 
dessus de xy que e"f au-dessus de uv, on devra prendre 
sur cette horizontale les projections ml et n' correspondantes 
i m et n. En r6p6tant ces constructions pour autant de 
points qu'on voudra, on d6termine les deux projections, 
cmdn et c'm'd'n\ du cercle de contact. 

La projection c"d" met en Evidence les points situ6s sur 
le grand cercle horizontal de la sphere. lis y sont projet6s 
en a"; les projections correspondantes sur le plan hori- 
zontal sont g ethj et sur le plan vertical primitif elles sont 
g' et ft'. Le point le plus 61ev6 et le point le plus has sont 
6galement en Evidence : leurs projections sont c" et d" sur 
le plan auxiliaire, et on en conclut les projections c et d, 
c' et d', sur les deux autres. 

Pour satisfaire k r6nonc6, il faut encore construire la 
trace horizontale du cylindre circonstruit, ce qui revient k 
determiner les traces horizontales d'un certain nombre de 
generatrices. Par exemple, qu'on mfene mM et nN paral- 
lels k a^, et m"[ji' paralieie k a%'\ on aura les projections de 
deux generatrices du cylindre; et leurs traces horizontales 
M et N seront ila courbe cherchee. Les autres details s'ex- 
pliquent assez d'eux-m6mes. 

Remarque L Les constructions effectuees plus haut ap- 
prennent k trouver les points du cercle de contact plac6s 
sur un plan horizontal quelconque : on pent aussi deter- 
miner ceux qui sont situes sur des plans parallfeles au plan 
vertical primitif. Prenons, par exemple, celui dont la trace 
horizontale est pg. L'intersection de ce plan, avec celui dans 
lequel se trouve le cercle de contact, est une droite qui 
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contient les points cherch6s, et dont les projections sont 
pq sur le plan horizontal, et d'd" sur le plan auxiliaire. 
Pour avoir la projection de cette droite sur Tautre plan ver- 
tical, je mfene par les points p et g, pris arbitrairement sur 
jpg, les lignes p<f'p"^ i^'<i\ perpendiculaires i mi?, et les 
lignes P9p', gtj^g', perpendiculaires i xy \ puis je prends 
<pp' = cp'p" , if(^ = tj^'q" ; et enfin je tire p'9' : c'est la projec- 
tion dont il s'agit. D'un autre c6t6, le plan vertical 61ev6 sur 
pq coupe la sphfere suivant un cercle, dont la projection 
verticale est un cercle trac6 du centre a' sur un diamfetre 
r's' 6gal i la corde rs (cette corde est ici un diam^tre) ; 
done les points du cercle de contact, qui sont dans ceplan, 
ont leurs projections verticales aux intersections i et k'. 
On en d6duit ensuite les projections t et ft. 

Remarque II. Le problfeme qu'on vient de traiter est le 
m6me qu il faut r6soudre quand on suppose qu une sphfere 
est 6clair6e par des rayons de lumifere parallfeles, et qu*on 
demande la courbe qui s6pare, sur cette sphere, la partie 
6clair6e de la partie obscure, et Tombre port6e par cette 
sphfere sur un plan horizontal. 

150. PfiOBLjfeME XV. Determiner la courbe de contact d'un 
ellipsoide a axes inegaux avec un cdne, dont le sommet est 
donne et qui doit itre circonscrit a cette surface. 

Imaginez trois droites ou axes, de longueurs donn6es, 
qui se coupent mutuellement k angles droits en leurs mi- 
lieux ; et ,sur ces axes , pris deux k deux, d6crivez trois 
ellipses. Si on fait mouvoir Tune d'elles de manifere que 
son plan reste parall61e k lui-m6me, et si en m6me temps 
on change ses axes de manifere que ses sommets soient tou- 
jours sur les deux autres ellipses, on engendre Y ellipsoide. 
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Le point oA se coupent les trois axes donn6s est le centre de 
la surface ; les trois ellipses d^crites sur ces axes se nom- 
ment ellipses prineipales. 

Parmi les propri6t6s de cette surface se trouvent les sui- 
vantes, dont je ferai usage : l*" Toutes les sections faites par 
des plans sont des ellipses, et, quand ces plans sont paral- 
Ifeles, les ellipses sont semblables, c'est-i-dire que leurs axes 
sont proportionnels ; d'ou il suit que les droites semblable- 
ment tirtes dans ces ellipses sont aussi proportionnelles. 
2* Si, par difKrents points d'luie mfeme section, on m6ne 
des plans tangents k la surface, ils iront tons se couper en 
un mfeme point ; et r^ciproquement, si d'un point donn6 
extSrieurement on m6ne des plans tangents k la surface, 
tons les contacts seront sur une mfime section plane de cette 
surface. En joignant les points de cette section plane avec 
le point ext^rieur, commun k tous les plans tangents, on 
determine un c6ne drconscrit k Tellipsoide. 

Dans r6nonc6, le sommet du c6ne circonscrit est donn6, 
et il faut trouver les projections de la courbe de contact. A 
cet effet, je prendrai les plans de projection parallfeles k 
deux des ellipses prineipales, je ferai des sections horizon- 
tales dans la surface, et je d^terminerai les points de con- 
tact situ6s sur ces diff6rentes sections. II y a aussi quelques 
points remarquables que je construirai. 

Soient (fig. XV) o, o' les projections du point donn6, et 
a, a' celles du centre de Tellipsoide. Soient 6c et deles pro- 
jections des axes de T ellipse principale qui est parallfele au 
plan horizontal, et que je nommerai H. Enfm soient 6V et 
fgf les projections de Tellipse principale qui est parallMe 
au plan vertical, et que je nommerai V. Ces d^ux ellipses, 
R et V, sont en vraie grandeur dans les plans de projection. 
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Jesupposerai boed et ed>fg'. Cela pos6, consid6rons la 
section horizontale projet6e sur h!i! : cette section est une 
ellipse semblable k H, et son grand axe a pour projections 
hi et Ki. Menons les tangentes h'k\ i'l\ qui se croisent en 
a" : le point [a, a"] pent 6tre regard^ comme le sommet d'un 
cdne qui toucherait Tellipsoide k tons les points de Tellipse 
projet^e en fcY; et en menant par le point donn6 [o, o'] des 
plans tangents k ce cdne, on dSterminera sur cette ellipse 
deux points de la courbe de contact cherch^e. D*apr6s la 
mSthode expliqu6e n* 80, il faudrait faire passer une droite 
par les points [o, o'] et [a, a'], chercher le point oii elle 
rencontre le plan horizontal ftY, et, de ce point, mener des 
tangentes k Fellipse situ6e dans ce plan. Pour avoir d'autres 
points de la courbe de contact, il faudrait mener des tan- 
gentes k d'autres ellipses : or, on pent modifier les construc- 
tions de manifere k op6rer toujours sur Tellipse bdce^ et c'est 
ce qu'on va expliquer. 

Par le p(fint [o, o'] conduisons un plan horizontal, dont 
la trace est oV. Le c6ne a!'h!i (cette expression abr6g6e 
d6signe le cdne projet6 sur al'h'f) est coup6 par ce plan 
suivant une ellipse semblable k H, et dont le grand axe est 
6gal k fc'f. Or, si on tire iV qui rencontre a! a" en a!'\ et si 
on prend le point [a, a'"] pour sommet d'un c6ne ayant 
pour base Fellipse H, il est facile d'apercevoir que ce c6ne 
sera coup6 par le plan o'z' selon la m6me ellipse que Tautre 
c6ne. Ces deux cdnes peuvent 6tre regard6s comme ayant 
cette ellipse pour base commune ; et comme d'ailleurs ils 
ont leurs sommets sur la mfeme verticale, il s'ensuit que les 
arfetes de contact de ces c6nes, avec les plans tangents me- 
n6s par le point [o, o'], auront les mfemes projections hori- 
zontales. Ainsi, on pourra trouver ces projections en se 
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servant du dernier c6ne au lieu du premier : alors les 
points de contact situ6s sur T ellipse ft't' seront faciles k 
connaitre. 

Pour le moment il faut done mener, par le point [o, o'], 
des plans tangents au c6ne a'"h'{. En consequence, je trace 
les projections oa^ o'a"\ de la droite qui passe par ce point 
et par le sonimet [a, a"]; j'en d6duis les projections m et 
m' du point ou elle rencontre le plan de T ellipse H ; je mfene 
les tangentes mn^ mp^ k la projection horizontale de cette 
ellipse^ et, en tirant an et ap^ on a les projections horizon- 
tales des deux arfetes de contact. 

Si la projection horizontale de Tellipse fe'i' 6tait trac6e, 
ses intersections avec an et ap seraient les projections hori- 
zontales des points cherch6s. Mais cette projection 6tant 
une ellipse semblable k bdce^ et ayant hi pour grand axe, 
ces intersections doivent diviser an et ap comme ac Test 
en i ; done on aura ces intersections en tirant m, cp^ et 
leurs parallfeles tg, ir. En prenant sur h'i' les proections 
verticales q' et r' correspondantes i g et r, les deux points 
projet6s en g, q\ et en r, r', appartiendront k la courbe de 
contact que r6nonc6 propose de determiner. En r6p6tant 
ces constructions, on obtient les projections de la courbe, 
telles que r6pureles pr6sente. Voici quelques points remar- 
quables : 

1* Les points situ6s sur les ellipses principales. Pour avoir 
les projections de ceux qui sont sur Fellipse H, il suffit de 
mener les tangentes os et ot k T ellipse bdce^ et de tirer les 
lignes de projection ss\ ii. On a determine les points qui 
sont sur T ellipse V en menant, par le point o', des tangentes 
k la projection h'fdg' de cette ellipse; et on trouverait sem- 
blablement les points situes dans le plan de la troisieme 



J 
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ellipse principale, en projetant le point (o, o') sur ce plan, 
et en menant, par cette projection, des tangentes k cette 
ellipse. 

2° Les points situ^s dans le plan vertical conduit par le 
point donn6 (o, o') et par le centre (a, a'). Ge plan coupe la 
surface suivant une ellipse dont les axes sent 6gaux k ap et 
fg'; et si on mfene, par le point donn6, des tangentes k cette 
ellipse, les points de contact seront ceux dont il s'agit. Pour 
les obtenir, on rend le plan de T ellipse parallfele au plan 
vertical en le faisant tourner autour de la verticale 61ev6e 
en a. Mors Fellipse se projette en vraie grandeur sur le plan 
vertical, et, si on prend a'ct! = a'P' = aa, les axes de cette 
projection seront a'p\ fg' : supposons qu'en mfeme temps le 
point donn6 vienne se projeter en o". Quand on connalt les 
axes d'une ellipse, on sait trouver ses foyers, et ensuite on 
peut, sans tracer la courbe, construire les points ou elle est 
touchtepar les tangentes partant d*un point donn6 {Voyez 
les traitfe ordinaires de G^omiStrie analytique). Dans 
r^purele proc6d6 est indiqu6, et les points de contact sont 
Y' et 8'. Enremettant T ellipse dans sa premifere position, on 
trouve sans difficult^ les projections u et u\ v et v\ des 
deux points cherch6s. 

L'un de ces points est ie plus bas de la courbe de contact, 
et r autre est le plus 61ev6. On s'en assure en remarquant 
que si Ton voulait chercher, par la m^thode g6n6rale, 
des points de cette courbe qui fussent situ6s sur une sec- 
tion horizontale faite au-dessous de u' ou au-dessus de v\ 
le point donn6 [o, o'] serait renferm6 dans Tint^rieur des 
cdnes auxquels il faudrait, de ce point, mener des plans 
tangents, ce qui serait impossible. 

]6 
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L'^pure pr^sente encore les constructions qui font ana* 
naltre les points situ6s dans le plan conduit, perpendica* 
lairement au plan vertical, par le point donn6 et par le 
centre de Tellipsoide. Elles ne diffiferent des pr6c6dentes 
que parce que le plan vertical remplace le plan horizontal 
et vice versa* 

Remarque. Le problfeme qui vient d'fetre trait6 si au long 
est ividemment le mfeme que celui-ci : Un ellipsoide 
6tant 6clair6 par un point lumineux, quelle est, sur cette 
sui*face, la courbe qui s^pare Tonibre de la lumi^re? 

151. PROBLfeME XVI. On suppose qu'une droUe glisse pa- 
rallelement a elle-meme sur le contour d!une niche ; et on 
demande la ligne quelle trace dans TintMeur de la nichey 
oti, ce qui est la mime chose^ t ombre portee dans la niche 
par son propre contour. 

Soit xy (fig. XVI) la ligne de terre, qu'on supposera 
trac^e sur le sol m^me. Dans un plan horizontal, dont la 
trace verticale est x'y'^ d6crivons un demi-cercle tel que 
celui dont les projections sont acb et a"b". Concevons qu'un 
cylindre vertical, ayant ce demi-cercle pour base, soit 
termini k un plan horizontal indiqu6 par a'b\ et qu'il y 
ait au-dessus de ce cylindre un quart de sphfere ayant mftme 
centre [o, o] et m6me rayon &a* que la base sup6rieare 
du cylindre. L'espace vide form6 derrifere le plan vertical, 
et compris par le cylindre et le quart de sphere, est one 
niche. On suppose qu*une droite glisse parall Element a 
une droite donn6e [ap, a'p ] sur le contour a"alh!b\ et oo 
demande les projections de la ligne quelle d6crit sur la 
surface int^rieure de la niche. Gette ligne se compose de 
trois parties qu on va determiner successivement. 
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!• Une partie est d6crite sur la surface cylindrique pen- 
dant que la droite se meut le long de la verticale projet6e 
en al'd. Or, dans ce mouvement, il est clair que la droite 
reste dans un plan vertical dont la trace horizontale ae 
est parallfele k o^, et dont F intersection avec le cylindrs 
est une g6n6ratrice projet6e horizontalement en c et verti- 
calement en d^d : done, si on mfene a!d parallfele i a'P' et 
qu on arr6te d^d i cette parallfele, on aura la ligne que \% 
droite mobile d^crit dans le cylindre en s'61evant jusqu'au 
point [a, a']. 

S"" Lft seconde partie provient de I'intersection dn ey* 
lindre de la niche avec le cylindre oblique qu engendre la 
droite mobile en glissant sur le cercle vertical projeti 
end tit/. En consequence, on prendra difT^rentes gtnktn^ 
trices [d«, dV], [fg^ f9%'" du cylindre oblique; on 
remarquera que les points 06 elles rencontrent le cylindre 
de la niche sent projet6s en e, gf,... sur le plan horizontal ; 
et on aura leurs projections verticales e', g\,.. en 6Ievant 
les lignes de projection ed^gfj',... On a obtenu ainsi la 
courbe ddg'r\ comprise entre le point d et Thorizontale a'b\ 
On verra tout k Theure, dans la remarque, le moyen de 
construire le point r' plac6 sur cette horizontale. 

8* La demi^re partie de la ligne cherch6e est une courbe 
rfeultant de Tinteraection du quart de sphere, qui ter* 
mine la niche, avec le cylindre oblique dont on vient ds 
parler. On obtiendra les points de cette icourbe en coupant 
les deux surfaces par des j^ans parall^les aux g^n^ra^ 
trices du cylindre, et qu'on choisira, pour plus de coia- 
modit^^ perpendiculaires au plan vertical de projeotiofi^ 
Chacun de ces plans contient une g6n6ratrice du cylindre 
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et un cercle de la sphere; et Tintersection de ce cercle 
avec la g6n6ratrice est un point de la courbe. Mais ici il 
convient de recourir k une projection auxiliaire, qu'on 
fera sur un plan parall^e k ceux des sections, afin que 
les cercles de ces sections s'y projettent en veritable gran- 
deur. 

Tirons k volont6 cotj parallfele k a'P' , et par torj imagi- 
nons un plan perpendiculaire au plan vertical : c'est sur 
ce plan que je ferai la projection auxiliaire, de sorte qu'on 
doit se le repr^nter comme rabattu sur le plan vertical 
autour de la ligne cjtj. Toutes les sections parall^les de la 
sphere sont des cercles projet6s verticalement sur des 
droites ft'jp', tq\... parallfeles k ci!^\ et on obtient les pro- 
jections de ces cercles sur le nouveau plan en abaissant 
sur tor\ les perpendiculaires o'w, ft'71, A,... et en d&ri- 
vant des cercles du centre co avec les rayons owj, €*>>.,... 

II y a encore k determiner, sur le nouveau plan, les 
projections des sections faites dans le cylindre oblique, 
c'est-i-dire, des generatrices parallfeles k [ap, a'PT et par- 
tant des points projet6s en A', P,... Soient la g6n6ratrice 
[ftft, h!h!\^ et [k, hf] un point de cette g6neratrice : la pro- 
jection horizontale fait connaltre la distance zk k laquelle 
ce point est place derriere le plan vertical. On abaissera 
done h% perpendiculaire sur <07| , on prendra J^y = jdk, et 
on joindra tjy : la generatrice [Ak, h'k] sera projetee sur 
le plan auxiliaire suivant Tiy, Les autres generatrices s'y 
projetteront suivant des paralieies k cette droite; et les 
intersections <p, <j^,... de ces paralieies avec les cercles cor- 
respondants, determinent sur le plan auxiliaire la pro- 
jection de la courbe chercbee. 
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Alors il est facile d'avoir ses projections w'nV, wnr, sur 
les plans primitifs. Si, par exemple, on considfere le point 
projet6 en v, on en d^duit d'abord la projection verticale n\ 
et ensuite la projection horizontale w. Dans ces construc- 
tions on doit remarquer le point [u^u'] qui est donn6 par la 
parall^le tangente au cercle a'h'b'. 

Remarque. La projection de la dernifere courbe sur le 
plan auxiliaire est une ligne droite. En effet, tirez o)(p, 
(Of}*,.-" ' tousles triangles <p7i(i), AXo),.... sont isocMes et 
. ont leurs bases 7|(p, Xi,.... parallfeles : done les angles Tjwy, 
7|wij/,.... sont 6gaux entre eux, ainsi que les autres angles 
adjacentsk ces bases. Les angles 7ia)(p, Yitoij;,.... sont done 
aussi ^gaux, et par suite les points co, f, ^^.... sont en 
ligne droite : ou bien, ce qui est la m6me chose, la courbe 
d6crite dans Tinterieur de la sphfere est un grand cercle, 
dont le plan est perpendiculaire au plan de la projection 
auxiliaire *. 

De Ik r^sulte un moyen facile d'obtenir les points de la 
courbe qui sont situ6s sur des cercles quelconques de la 
sphere. Supposons qu on veuille avoir le point situ6 sur 
le cercle horizontal a'6' : on cherchera la droite d'intersec- 
tion du plan de ce cercle avec celui de la courbe, et la 
rencontre de cette droite avec le cercle donn6 sera le point 
cherch6. Cette droite est projet6e en a'b' sur le plan verti- 
cal, et en fco sur le plan auxiliaire : done on aura, sur ces 



* Eo general, si deux surfaces ilu second ordre ont uiie courbe plane com 
mune, et qu'elles se coupeut encore suivant une seconde ligne, cette der- 
ni^re ligne est plane aussi. La sphere et le cyliudre a base circuluire sont 
des surfaces du second ordre. 
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plans, les projections 6', a-, d'nn point de cette droite, en 
menant o-b'O perpendiculaire k iot^ ; et la distance de ce 
point au plan vertical sera 6gale k Ocr. Alors, sur bb" on 
prendfrsr^Oo*; et le point s appartiendra k la projection 
horizontale de T intersection des deux plans. D*ailleurs, ces 
deux plans passant par le centre de la sphfere, leur intersection 
y passe aussi, et par suite sa projection horizontale est la 
droite os. La rencontre r de cette droite avec le denai-cercle 
acb estdonclaprojectionhorizontale du point cherch6,etlali- 
gne de projection rr'en fait connaitre la projection verticale r'. 

Les constructions qu on vient d'expliquer, par lesquelles 
Qn vient de d6terminer le point [r, r% avaient d6ji 6t6 
employees pour un cas semblable dans le problfeme XIV. 

152. Probl£;m£ XVII. Construire les projections de Ttn- 
tersection de deux ellipso'ides de revolution dont les axes ne 
sont pas dans le meme plan. 

Dans le cas g6n6ral dedeux surfaces quelconques de 
revolution, pour trouver des points de leur intersection, on 
emploie des courbes qui elles-m6mes doivent 6tre con- 
struites par points (127) ; mais dans la question actuelle, 
la ligne droite et le cercle peuvent souvent suffire, je pren- 
drai encore le plan vertical parallfele aux axes [aa^ a'a'^ 
et[66j, 6' 6'"] des surfaces; mais la ligne de terre pourra 6tre 
trac6e k volont6 dans ce plan. Du reste, j'adopterai les don- 
n6es telles que la fig. XVll les pr6sente. 

Coupons les deux ellipsoides par des plans parallfeles 
entre eux et perpendiculaires auplan vertical, tels que ceux 
dont les traces verticales sont e'h\ i'm\.... : dans les deux 
surfaces, les sections seront des ellipses. Les cordes e/, 
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i'A^,.... 80nt des axes des ellipses r^ultant de la premiere 
surface, les autres axes seront desperpendicuiairesau plan 
vertical, ^levtes aux milieux de ees cordes, et toutes ces 
ellipses sont semblables entre elles. De m^me, les cord/es 
j'ft', /W,.... sont des axes des ellipses delaseconde sur* 
face, les autres axes de ces ellipses sont des perpendi- 
culaires au plan vertical, 61ev6es aux milieux de ces cordes, 
et ces ellipses sont aussi semblables entre elles. 

Consid6rons les deux ellipses d*une m6me section, et 
imaginons deux cylindres auxiliaires d6crits par unedroite 
qui glisserait sur ces ellipses, parallfelement k une droite 
quelconque trac6e dans le plan vertical. Les traces horizon- 
tales de ces cylindres seront en g6n6ral des ellipses, dont 
chacune aura un axe perpendiculaire k xy et 6gal a I'axe 
horizontal de la section a laquelle elle correspond. Or, il est 
toujours possible de donner aux generatrices une direction 
telle que la trace d'un de ces cylindres soit un cercle, et 
alors, si les deux ellipses resultant des deux surfaces 6taient 
semblables entre elles, la trace du second cylindre serait 
aussi un cercle, et par consequent I'intersection des deux 
cercles ferait connattre les generatrices communes aux deux 
cylindres. £nsuite les intersections de ces generatrices avec 
le plan des deux ellipses donneraient deux points de la 
courbe cherchee, commune aux deux surfaces proposees. 
On voit qu il importe d'abord de choisir les parallfeles e'h', 
tW,.... de telle sorte que les sections faites dans un des 
diipsoi'des soient semblables k celles de T autre ; et ensuite, 
da determiner la direction que doit avoir la g6n6ratrice des 
cylindres auxiliaires pour que leurs traces horizontales 
aoient des cercles. 
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Par le centre d de Tellipse dd'd" y menez c'p, c'P', respec- 
tivement parall^les aux demi-axes ib\ d!ti\ de Tatttre 
ellipse ; prenez c'P' egale au demi-axe c V de la premifere 
ellipse, et c'p 6gale au quatrifeme terme de la proportion 
d'6" : d'6' : : c*^ : x ; puis dScrivez sur les deml-axes c'p et 
c'P' r ellipse ^^' semblable i 6'6"r . EUe coupe la premiere 
ellipse en deux points, et je joins Tun d'eux, e\ avec le 
centre c'. Si un troisifeme ellipsoi'de 6tait engendr6 par 
r ellipse pp'p" autour de Taxe c'j3, il est facile d'apercevoir 
que le plan men6 par de\ perpendiculairement au plan 
vertical, couperait ce troisifeme ellipsoi'de ainsi que le pre- 
mier suivant des ellipses qui auraient les memes axes; 
done les sections parallfeles k ce plan, faites dans les deux 
surfaces, seraient semblables ; et comme d'ailleurs les sec- 
tions faites dans le second ellipsoi'de, par ces mfimes plans, 
seraient semblables ^celles du troisifeme, il s'ensuit qu elles 
le seraient aussi k celles du premier. Ainsi c'e' d6ter- 
mine une direction qu'on pent donner aux plans coupants 
pour avoir, dans les deux surfaces, des ellipses sem- 
blables. 

Menez dtt! parall^le a ocy et 6gale au demi-axe da!\ puis 
tirez la droite dn'. En prenant la g6n6ratrice des cylindres 
auxiliaires parall^le k cette droite, les traces horizontales 
de ces cylindres seront des cercles. En effet, si Ton consi- 
dfere en particulier le cylindre qui a pour base I'ellipse cor- 
respondante k ddf sur la premifere surface, sa trace hori- 
zontale sera une ellipse dont un axe est'6gal k 2dn\ et dont 
r autre est 6gal k Taxe 61ev6 en d dans la section perpendi- 
culairement k dd : or ce dernier est 6gal k 2d a" ou 2c'n'; 
done la trace horizontale du cylindre est un cercle. Dte 
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lors la trace du cylindre qui a pour base la section faite dans 
Tautre surface, par le mfeme plan, est aussi un cercle; et il 
en est encore ainsi de toutes les autres sections parallfeles a 
celles-li, faites dans les deux surfaces. 

Avant d'aller plus loin, rappelons que dansune ellipse 
les milieux des cordes parallfeles sont sur un diamfetre. Par 
consequent, en menant dans chacune des deux ellipses, 
donn6es dans le plan vertical, une corde parallfele k df\ et 
tirant une droite par le centre et par le milieu de cette corde, 
on aura les diamfetres qui coupent en leurs milieux les cordes 
parallfeles k d f, Soient Op celui de la premiere ellipse, et 
o']^ celui de la seconde. Par rapport aux ellipsoi'des, on doit 
les consid6rer comme projections verticales de deux dia- 
mfetres, dont les projections horizontales sont aa^ et 
bb^^ et qui contiennent les centres des sections paral- 
l^les. 

La question propos6e n'a plus aucune difliculte, et les 
constructions viennent d'elles-memes. Soit le plan coupant 
dont la trace verticale est im!. On regardera les deux 
ellipses qu il determine dans les deux surfaces comme les 
bases de deux cylindres parall61es a la droite e'n'. Ges el- 
lipses ayant leurs centres projet^s en d et p', il est facile 
de mener par ces centres des parallfeles a e'n', et d'en deter- 
miner les traces horizontales ^ et r : ces points ^ et r sont 
les centres des cercles suivant lesquels les deux cylindres 
rencontrent le plan horizontal. La premiere eUipse ayant 
un de ses points projet6 en i', et la seconde ayant un de 
ses points projet6 en f, il est 6galement facile d' avoir les 
ti'aces horizontales s et i des generatrices qui passent par 
ces points. Les distances q$ et rt seront les rayons des deux 
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cercles; on peut done les d6crire, et leura rencontres u et 
a font connattre les deux generatrices communes aux deux 
cylindres. En faisant les projections verticales uV, a'tc' de 
ces generatrices, on obtient sur im' les projections verti- 
cales v\ w\ des points communs aux deux ellipses; et en- 
suite on en deduit les projections horizontales v, tc. D'autres 
sections donnent de nouveaux points, et on arrive ainsi aux 
deux courbes tracees dans I'epure, lesquelles sont les pro- 
jections de rintersection des deux ellipsoides. 

Remarque. Quand le premier ellipsoide est allonge, on a 
c'e>c'a". Alors on peut faire un triangle rectangle qui ait 
cV pour hypotenuse, et dont un c6t6 soit egal i c'a". Sup- 
posons, pour ne point changer la figure, que e'c'n' soit ce 
triangle, et que la ligne xy, qui est restee arbitraire, soit 
paralieie k c'n'. Les deux cylindres auxiliaires deviendront 
perpendiculaires au plan horizontal, les sections elliptiques 
se projetteront sur ce plan suivant des cercles, et les con- 
structions seront simplifiees. Mais cette solution ne pourrait 
point s'appliquer aux ellipsoides aplatis, tandis que celle 
qui precede ne souffre exception que dans le cas ou Tel- 
lipse pp'p" ne rencontre pas rellipse a'a"a"\ 

153. PROBLfeME XVIII. Determiner un point dont on con- 
naH les distances a trots points fixes. 

II est evident que le point qu il s'agit de determiner est 
rintersection detrois spheres, dont les centressontaux points 
fixes et dont les rayons sont egaux aux trois distances 
donnees. Prenons pour plan horizontal de projection celui 
qui passe par les trois points fixes. A, B, G (fig. XVIII) , et 
poor ligne de terre une perpendiculaire xy k Tim des cdtes^du 
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triangle ABC, k ABpar exemple (on en comprendra la raisofi 
tout k rheure). Des points A, B, G, comme centres, avec des 
rayons 6gaux aux distances donn6es, je d6cris trois cercles 
dans le plan horizontal ; on aura ainsi trois grands cercles 
appartenant respectivement aux trois spheres qui contian^ 
nent le point cherch6. La premifere sphere coupe chacune 
des autres suivant des cercles verticaux, qui ont pour pro- 
jections horizontales et pour diamfetres les deux cordes de 
et fg. Le point m ou se rencontrent ces cordes est done la 
projection horizon tale du point cherch^. Pour en avoir la 
projection verticale, on remarque que, de 6tant parallfele k 
xy^ le cercle vertical d6crit sur de doit se projeter en vraie 
grandeur sur le plan vertical : or, on obtient 6videmment 
cette projection en abaissant sur xy les perpendiculaires 
dd\ ee\ et en d6crivant un cercle sur le diamfetre dV ; done, 
en menant la ligne de projection mm\ les deux intersections 
m' et m'\ avec ce cercle, seront les projections verticales de 
deux points qui satisfont k la question. 

Si les deux cordes de et gf ne se rencontraient point dans 
rint6rieur des cercles, mais seulement dans leurs prolon- 
gements ext6rieurs, le problfeme serait impossible. 

Remarqv>e. Les deux points d6termin6s par les intersec- 
tions de la premifere sphfere avec les deux autres doivent 

« 

6galement se trouver sur le cercle d'intersection de la se- 
conde et de la troisifeme. Or, ce cercle est projet6 sur la 
oorde Ai; done cette corde doit passer au point m. Done 
lea trois cordes diterminies par les intersections d$ trois 
cercles traces dans un plan se rencontrent au mime 
point. 

Que les cordes se coupent int6rieurement ou ext6rieure- 
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ment, cette proposition est toujours vraie, aiiisi qu'on ie 
d6moDtre ais^ment par la G^om^trie. 

15&. Probl£:me XIX. On a mesuri les angles formes par 
les rayons visueb diriges d'un certain point de Vespace 
vers trots points conntis : trouver la position de ce point. 

Prenons encore (fig. XIX) pour plan horizontal celui qui 
passe par les trois points connus A, B, G, et pour plan ver- 
tical un plan perpendiculaire au c6t6 AB du triangle ABC. 
D6crivons les segments APB, AQG, BRG, capables des angles 
donn6s, et engendrons trois surfaces de r6volution en 
faisant tourner ces segments respectivement autour de 
leurs bases AB, AG, BG. Tout point pris sur la premifere 
surface jouit de cette propri6t6 que Tangle form6 par les 
droites qui Ie joignent aux points A et B est 6gal au pre- 
mier angle donn6; mais, pour un point int6rieur ou ext6- 
lieur k cette surface, Tangle ainsi form6 serait plus grand 
ou plus petit. II suit de Ik que Ie point dont on propose de 
fixer la position est sur cette surface ; par des raisons sem- 
blables, il doit 6galement se trouver sur les deux autres. 
Ainsi la question se r6duit k chercher un point commun 
a trois surfaces de r6volution dont les axes sont dans un 
mfeme plan. A cet effet, on d6termine (126) les courbes 
d* intersection de la premiere surface avec les deux autres; 
et les points communs aux deux couibes satisfont k T6nonc6. 

En coupant, comme au num6ro cite, les surfaces qu en- 
gendrent les segments APB et AQG par des sphferes qui ont 
Ie point A pour centre commun, on a trouv6 que Tinter- 
section des deux surfaces a pour projection horizontale la 
courbe AmiiD; et, en coupant la premise surface et la 
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troisifeme par des spheres donl le centre commun est en B, 
on a trouv6 sur la projection horizontale la courbe BmnE. 
Les projections verticales 6tant inutiles, on ne les a pas 
construites. Les points m et n, ou les deux courbes se ren- 
contrent, sont les projections horizontales des points communs 
aux deux surfaces. Mais comme ils ont 6t6 obtenus par les 
rencontres de deux courbes, on pourrait avoir du doute 
sur Inexactitude de leur position, et il convient de les ve- 
rifier. Or, pour verifier le point m, par exemple, il suflTit 
de mener les lignes mf, mgy m/i, respectivement perpen- 
diculalres aux cdt6s AB, AB, BG, puis d* examiner si les 
points feig sont sur un cercle d^crit du centre A, et si 
g et h sont sur un cercle d6crit du centre B. 

Les projections horizontales m et n une fois bien 6tablies, 
les projections verticales correspondantes en d6coulent. 
En effet, les points cherch6s doivent se trouver sur les 
cercles d6crits autour de AB par les points f et i : or, ces 
cercles 6tant parallfeles au plan vertical, on obtient sur-le- 
champ leurs projections sur ce plan en prolongeant AB 
jusqu'en o', en abaissant les perpendiculaires ff et n' sur any, 
et en d6crivant des cercles du centre o' avec les rayons &f 
et oY; done alors il n'y a plus qu'i mener les lignes de 
projection mm\ nn\ termin6es respectivement k ces deux 
cercles. On doit trouver ainsi deux points au-dessus de xy^ 
et deux au-dessous; mais, dans I'^pure, on n'a marqu^ 
que les deux premiers, ce qui revient k supposer que le 
point d'oti par tent les rayons visuels, qui font entre eux 
les angles donnas, est plac6 au-dessus du plan horizontal. 
Malgr6 cette limitation, on voit qu'il y a deux points qui 
rempUssent les conditions donn^es, et m6me, dans cer- 
tains cas, il pourrait y en avoir quatre. 
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155. Remarqm. De ce qu'un point est rintersection dm 
projections horizontales de deux courbes, on ne peut pas 
conclure, en g6n6ral, quil r^ponde k une intersection 
de ces courbes. Par consequent, toutes les fois que* pour 
determiner un point 8itu6 sur trois surfaces, on constmit 
les projections horizontales des courbes suivant lesquelles 
une de ces surfaces coupe les deux autres, il pourrail j 
avoir erreur k regarder un point commun aux deux pn>* 
jections comme correspondant k un point commun aux 
trois surfaces. Pour cette raison, il peut fetre utile de tracef 
au$si la projection de Tintersection de la seconde surfBice 
avec la troisi^me, et alors on ne prendra que les points 
communs aux trois projections. Mais alors encore il pourra 
rester des doutes ; et le moyen le plus sur, en general, 
sera de determiner les projections verticales des intersec- 
tions de la premiere surface avec les deux autres, de com^ 
parer les points de rencontre de ces projections avec les 
points de rencontre des projections horizontales, et de ne 
prendre, sur chaque plan de projection, que les points (jpii 
ont leurs correspondants sur Tautre. Cependant, comoa^ 
la construction des courbes est longue et difficultueuse* il 
sera plus commode de chercher, dans chaque cas par- 
tiGulier, quelque moyen plus simple qui puisse lever toutes 
les incertitudes. 

166. Probl^meXX. On iuppose qu*un point ilevi dani 
lUspau^i un airostat^ par ixemple^ ait He vu ^u mSna 
inttant par trois observateurs^ et que chacuH^ au lieu dA il 
s^ troune^ ait mesure Vangle formi avec la Derticale par U 
tayon visual dirigS vers I'a^ostat : ces angles et leurs som-- 
mBti Mant connus^ on demonde la posilion de Va^rostUt au 
moment des observations. 
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Autour de la verticale ^lev^e au point ou cbaque obser- 
vateur ^tait plac6, concevez un cdne droit dont le sommet 
soit en ce point, et dont la g6n6ratrice fasse avec la verti- 
cale Tangle observe. On aura ainsi trois surfaces coniques 
sur lesquelles T aerostat 6tait situ6 au moment des troi^ 
observations; c*est done Tintersection de ces trois sur- 
faces qu il faut determiner : or, c'est ce qu on fera en 
chercbant les projections horizontales des intersections de 
ces surfaces, prises deux k deux. 

Soient (fig. XX) a et a', 6 et 6', c et </, les prqjections 
des trois sommets. Les verticales ind6finies aa'\ b'b'\ cV'^ 
seront les projections verticales des axes des trois c6nes* 
Menons les lignes ap, 69, cf , parall^les k (ty, et les ligneft 
a!p\ 6Y, eV, formant avec les verticales des angles res* 
pectivement ^gaux aux angles connus : on aura ainsi 
les projections d'une g6n6ratrice de cbaque c6ne. Voioi 
maintenant les constructions qu'il faut effectuer. 

Ayant men6 dans la projection verticale une horizontals 
quelconque //', on la consid6re comme la trace d*un plan 
horizontal auxiliaire par lequel on coupe les trois c6nes. 
Les sections seront trois cercles dont les projections hori- 
zolitales sont des cercles ayant respectivement leurs centres 
en a, 6, c. Pour achever de determiner ces cercles, o!i 
remarquera que la trace sY coupe les lignes a'p', ft'?', df' 
en des points d', c', f , qui sont les projections verticales 
de ceux ou le plao auxiliaire coupe les generatrices des 
trois c6nes. En consequence, on construira les projections 
horiBOiitales oorrespondantes d, «, /, puis on decrii*a trois 
cercles avee les rayons ad^ ft«, cf. Les rencontres de ces 
cercles, pris deux k deux, donnent deux points de cbacone 
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des courbes cherch6es; et en r6p6tant ces constructions 
pour d'autres plans horizontaux, on en trouve autant de 
points qu'on veut. 

Les trois courbes, ainsi d6termin6es dans la projection 
horizontale, sont gnh, infc, Inm. EUes se rencontrent en n, 
et il est facile de s* assurer que ce point est v6ritablement 
la projection d'un point commun aux trois surfaces. En effet, 
comme le point n appartient aux deux courbes gnh^ inky il 
s'ensuit qu il est la projection horizontale d'un point com- 
mun aux deux premiers c6nes, et aussi celle d'un point 
commun au premier et au troisi^me; mais sur le premier, 
il ne peut y avoir qu'un seul point qui se projette en n 
(dans la question on doit n^gliger la nappe inf^rieure) ; done 
ce point est r6ellement commun aux trois surfaces. 

La troisifeme courbe Inm n'a ici d* autre usage que de 
foumir une verification, Mais on en obtient une plus sflre 
en traf ant, des centres a, 6, c, trois cercles qui passent au 
point w, et qu'on regardera comme les projections horizon- 
tales de trois cercles horizontaux situ6s respectivement sur 
les trois cdnes. On d^terminera, ainsi que le montre la 
figure, la projection verticale de chacun d*eux; et il doit 
arriver que ces trois projections soient sur une m6me hori- 
zontale u'v\ Alors, en effet, il est clair que le plan auxiliaire, 
dont la trace verticale est u'v\ coupe les cdnes suivant trois 
cercles qui ont un point commun .projet6 en n. 

Par ce qui vient d'fetre dit, on determine la trace verti- 
cale u'v' du plan horizontal dans lequel est situ6 le point 
commun aux trois cdnes; par consequent on obtiendra la 
projection verticale de ce point en 61evant la ligne de pro- 
jection tin', qu'on termine en n' sur uV. Remarquez 



eXERGIGES. 257 

d'ailleurs que, comme les courbes de la projection horizon- 
tale peuvent se rencontrer en plusieurs points, le probl^me 
peat aussi avoir plusieurs solutions. 

157. Probl£:me XXI. Determiner un point dont on connatt 
les distances a trots axes fixes. 

Nommons A, B, G les trois axes; et a, ^, y, les distances 
de ces axes au point qu on veut determiner. Parall^le- 
ment k Taxe A, et k la distance a, imaginons une droite et 
d6crivons un cylindre en faisant tourner cette droite autour 
de Taxe A. Concevons qu'un second cylindre ait 6t6 dfcrit 
de la m6me nanifere autour de B par une parall^le k B, 
men^e k la distance ^; et quun troisi^me cylindre ait 
encore 6te d^crit de la m6me mani^re autour de C par 
une g^n^ratrice men6e k la distance y. La question reyient 
k trouver les points communs k ces trois surfaces. 

Pour plus de simplicity, je choisis le plan horizontal per- 
pendiculaire k Taxe A, mais je laisserai la ligne de terre 
arbitraire dans ce plan. De cette mani^re, Taxe A sera 
projet6 horizontalement en un point unique a (fig. XXI) , 
et verticalement sur une perpendiculaire a' a" k xy. Soient 
bb^ et b'b\y ce^ et c'c\^ les projections des axes B et C. La 
trace horizontale du premier cylindre sera un cercle pqm 
d6crit du centre a avec le rayon a : celles des deux autres 
cylindres seront des ellipses que je vais determiner 
d'abord. 

Au point 6, oil Taxe B perce le plan horizontal, eievez de 
perpendiculaire kbb^^ et prenez bd=be=P; de sera le petit 
axe de I'ellipse suivant laquelle le second cylindre coupe 

17 



268 QUATftl£;if£ pabtie. 

le plan horizontal. Pour en avoir le grand axe, il faut trouver 
sur ee plan les pieds des deux generatrices ^tu6es dans le 
plan vertical eiev6 sur bb^; et k cet effet je ram&ne ce plan 
k 6tre parallfele au plan vertical de projection. Supposons 
qu alors les projections de Taxe B soient 6X, 6T; 61evons 
V[jL, X'v, perpendiculaires k b'V et 6gales k p; puis menons 
[jiy', v^]>\ parallfeles k b'V : les deux g6n6ratrices dont il s'agit 
auront maintenant [x<p' et y^' pour projections v^ticales. 
EUes rencontrent le plan horizontal en <p et <J^; et to ram^ 
nant ces points sur 66^, on obtient le grand axe fgi Le6 
deux axes de et fg itant connus, on construira I'ellipse d/*g, 
et alors il sera facile d' avoir, ainsi que le montrela figure, 
les projections du second cylindre. Des constructions 
analogues font connaitre la trace et les projections du 
troisifeme. 

Maintenanti pour trouver les intersections du premia* 
cylindre avec les deux autres, appliquons le proc6d6 du 
n* 128. lei, les projections horizontales de ces intersections 
fee confondent avec le cercle pgm, et ce sont les projectiotis 
Verticales qu*il faut construire. Pour obtenlr celle de la 
premiere, je coupe les deux surfaces par des plans vetti- 
cau^ paranoics k bb^. Soit emn la trace d'un de (^s plans : 
il cDupe les deux cylindres suivant des g6n6ratrices dortt 
on fera l6S projections verticales ; et les rencontres m' et n' 
appartiendiront k la projection verticale de la pr^mift^e 
tourbe : Cette projection est fn!q'p'n\ On trOtifera sembla- 
blement la projection verticale de la seconde inters^1i<Mi 
en prenant des plans coupants encore verticaux, mais pa- 
rall^les a €c^. 

Avec les donn^es de la figure, les deux courbes de la 
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projection verticale se rencontrent en deux points p\ q\ qui 
sont r6ellement les projections de deux intersections : car, 
dans le voisinage des points p\ g', les arcs de ces courbes 
correspondent ides arcs qui, dans Tespace, sont situ6s sur 
la partie du cylindre vertical comprise entr^le diamfetre hi 
et la ligne de terre ary. Gette remarque montre en mfeme 
temps qu on obtient les projections horizontales p et g, des 
points qui satisfont k la question, en terminant les lignes de 
projection pp\ qq\ k la demi-circonftrence hmi. 

Au reste, les points [p, p'], [q^ q'] 6tant ainsi d6termin6s, 
on reconnait facilement qu'ils sont en efFet sur les trois 
cylindres en examinant si, par chacun d'eux, on pent 
mener trois generatrices qui appartiennent respectivement 
k ces trois surfaces. Les constructions indiqu^es sur la 
figure dispensent de toute autre explication. 
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